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���4�A�������A�4���!���A���A�-�A�4�=�4�-�A���9�V�A�4�9�V�A�� ��4�4¡��$�=�#�$�!¢���£5¤��A�����A�����W¢$¥� $�#�����A¦4��§4¡��W¨�©z�4¡�ª����[«A¬
¤��4�����{�4���V��¬A­®�A¯A°®�A���®�z�A�4���*���A���A�-�A�±���V¢$��²±�A�'���A�4���A�A��°q�{�z¤��A�����A�����{��§-�A�A�;�A�4�A�����
³ �#¡��4���A�9�V�A��¡��±´E�V¢��{�A¦4�A���#����µA«G¶�·#¶�µG�!¢��!�A�4���$�V�A���A��°q��µ!§4�{¤������� ��4�4¡���¨F�-�#�V�����-���� ��G�4¡����
¤��G¸�¹��G¸�º¼»½¬¿¾l��Àl�4��µ�»
¬¿Á]��£G�4�#¬¿Â
ÃE���W¸�¤��V¢��#¦W�#�-�A�B��µV ��A�Ä���-£4¥*¢��*�V�V�;��¢���<�+'N�%*�9�W¢$¥� $�#�����A¦4�Ä§4¡��4¤��4�����{�G���#�Ä�����{�*Å0�-�

¯A°��A���A¤����W¸��W¢��4�2£*�#�$�#���4�#¬½Æ±¸��$�#¡��Ç�G�#�È§4¡��4¤��4�����{�G����¸��V¢$Å5�4�2�A¯V¢��!¸��V�A�Ç�4�A�A���-�A�A�A�
�-�V�V�A���-���� ��G�4¡��A��¥A�-�A�A�� ����A�A�-������¢���¥��-�A�A�� ����A�#�-���� $�#�-�A�#� ³ NA

N

ÂW¬
ÃÄ¥A�-�A�

Ω = {ω} º¼�{���*Å0�-�-�A�A���A�4�W¹]���:¹��G¸��A�n�
A
�4�-�A�����4¡��#�A�A���A�z�4�A¯A°��A���#µ��4�#��¨

£*�#�����A�®��§4¡��4¤��4�����{�4�����A�q¬AÉ{�-�A�4�-���A�4�$���E�4 ����V�V�A��µA ��A�Ä¤��U���'¹��G¸$¥�§4¡��4¤��4�����{�G���#�Ä�{�*Å0¨
�����4¡��V£*�V�A��µ��A�-¥�Êl�4�-�A�A��¢��A�4�=�4�A¯A°��A���

A
��¢��P���W�!¬
Ë;¢$���$�VÀl��¹[¸��!¢��A���4��Àl��¹�ª��W¢��4�

�4�A¯A°®�A���
A
�{�*Å����=�#�A�!Å0¸��4�-�A�A���A�J�����4¡��#�A�A���A���4�A�A�A¡�¥�¤����A�-�A�A²����:¹��*¸��A��µ{�A���-�-�A�

�4 ����V�V�A��µ� ��A�
A
�4�-�A�0¤��G¸��{���*Å5�4�-�A�A�0§W¢��4�{�4���A�A�0��£

Ω
¬$­��#�{��§W¢��4�{�4���A°

ω
�{°È¯#¥*¸��4�

�$�V£G°q�A�V�A�z§W¢��4�{�4���#�#����°q�{���4�A¯A°��A�����{� ³ ¤����B¸�¤��V¢��#¦-�#�-�A�'��µ� ��A�z��¹]ÌV���W¢��#£4��Íz�$�V£G¯A���A�
�$�5¯A�V¢��4�;�{�W¢�¡����*ÂW¬
Î®�4���*���A���A�-�A�]ºÏ ����W¢��A���V�2¹��#�$�#¡��A�4�����-����¡��]¡�¢��#�4�G�]�4�A¯A°��A����¬�ÆÄ�$�����{�4�-���4�A�A��¨

�-�A����µ½�#�$�!¢��A¦4�� ���°q�n�#�A���A�4���A�W¢��A���A�� $�#�-�A�#�A���4�A¯A°��A��� ³ NA
N

ÂWµX�������0�4�A�G¸����A�B��¡=���4�
³ ���;�$�V�A�$�0�4��ÂW¬
ÃE�����{�4��°E¬
«A¬�Ð®���A�G�#�����=��¦4�$�!¢��A���A�È¡��A�-�A�oºÑ�*¸����A���G¸����A¦4�P¡�¥�¯���¬qÎ®°q¤$�!¸��4�����=¦4�$�#���4�

ω1
µ

ω2
µÒ¬Ò¬Ò¬Òµ

ω6
ºÓ§W¢��4�{�4���V�#����°_�5�4�#¯A°��A����¬�Î®�4���*���A���A�-�A���4�A¯A°��A���

ωi =
1
6

µ
i = 1, 2, . . . , 6

¬
A1 = {ω1, ω2 ω3}

µ
A2 = {ω4, ω5}

µ
A3 = {ω6}

ºÔ�4�A¯A°��A����µ9�A�4���*���A���A�-�A�D¡��#�A�A��°®¹
¢��4¦4¡��n¤��G¸��4 ����#�V�A��Õ 1

2

µ 1
3

µ 1
6

¬
·�¬½Ö��4�A�{�-�A���� ��4�4¡$�����A�4���*���A���A�-�A��¬�Î®�4���*���A���A�-�A���A�A¦4��µ½ ��A�]�A�A �¡���µ½�$�*¥G¸��* �¥[¯A���V¨

Àl�4���$�V�[�$���#�A���-£G�A¡
[a, b]

¤��A¤$�!¸��-�����#�A���-£G�A¡
[α, β]

µ
a ≤ α ≤ β ≤ b

µ
a < b

µ��$�#�A�$�
β−α
b−a =

∫ β
α

1
b−adx =

∫ β
α
p(x)dx

µ�¦'¸��
p(x) = 1

b−a
¬

Î®�4���*���A���A�-�A�;�A�A¦4��µA ��A�E�A�A �¡���µA�$�G¥*¸��* �¥l¯A���#Àl�4���$�V�0�E¡����!¸��$�V�
Q
�$�V£G�{�4���A�

l× l µ¤��A¤$�!¸��-���n£*�!¸��#����¥�²��A¯V¢��#�-�A�
A
�z¤�¢��#Ê5�!¸��A²

SA
�$�#�A�$� SA

l2

µ��� $�#�-�A���A�-�A��µ��4�W¢����A¯V¨
¢��#�-�A�

A
�A¤����W¸��W¢$���-�A�B�=¥A�W¢��A�A���4� |ξ − η| < λ

µ�¦:¸��
ξ
�
η
º×¡��A�A��¸����$�V�A°|�A�A �¡���µ��A�

P (A) = l2−(l−λ)2
l2

=
∫
A

1
l2
dxdy =

∫
A∗
p(u, v)dudv

¬
Ø�¸��4�4�
(x, y) → (u, v)

ºÏ���4�A°q���*Å0¨
¸��4�����A�;¤����4�A¯A�$�V£G�A���#�����#¬

p(u, v)
º`¤�¢��#�A���A�-�A���A�4���!���A���A�-�A��¬
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Î §-�A��¹b¤������{�4�$�!¹�§W¢��4�{�4���#�#����°q�]�4�A¯A°��A���
ω
º �A�A �¡���µ{�{���*Å5�4�-�A�A�

Ω
º ¢���¯A�

�#�A���-£G�#¡�µ�¢���¯A�n¡����!¸��$�V�
Q
³ �A¯A�$�V£;¡����!¸��$�V�V�

Q∗
ÂW¬

-
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x

y

A

Q

λ l
-

6

A∗

Q∗

u

v
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������� ¬ ³�� ¢�¦4�4¯A�$�U�{���!Å5�4�-�A�±º §-�A�E¡��V¢��Aª��U�{���!Å5�4�-�A�Ä�®�W¸�������ª��4��ÂW¬
´E�V¢��Aª��;�{���*Å0�4�-�A�Eº�§-�A��¡�¢��#�4�_�{���!Å5�4�-�A��µA£*�#�{¡���¥��A°q�Ç�#�A���A�4���A�W¢��A�����A¤��4�$�#ª����

A ∪B
³ �A¯��½�W¸������4�����*Â��

A\B
³ �A°q ����#�V�����*ÂW¬

»��#�4�4�{�#�A�����P�#�A���#Àl�4�����Ç�{�-Å0¸$¥0�4�A¯A°��A�����{��µ��A¤��4�$�#ª����Ç�$�!¸��4�A¯A°®�A���$�{�Ç�����4¡��V¨
�A�A��°q�z�4¤��4ª��$�*¢��A��°q���4�A¯A°��A�����-¬
«A¬
B ⊂ A

º
B
�V¢��4 ��-�

A
³
B
º`¤��*¸��{���*Å5�4�-�A�A�

A
ÂW¬

·�¬
A = B

µ$�4�W¢��
B ⊂ A

�
A ⊂ B

¬
� ¬
A
º ¤����#�A���A�A¤��V¢��*Å����A�U�4�A¯A°��A��� ³

A
���Ä¤����A���:¹��*¸�����ÂW¬

� ¬
∅
ºi���4�A�#£G�{�*Å����A�q�

Ω
º ¸��A�-�A�A�A�4�����A�_�4�A¯A°��A����µ

∅ =
Ω
¬

� ¬
A ∩ B º�¤����A��£G�A�W¸��4����� ³ ¤��4���4�4�4 ��G�������{���*Å0�4�-�A��Â±º

�4�A¯A°��A���]¤����A���'¹��G¸$�����*¸����A�A���4�{�4������¬
� ¬
A ∩ B = ∅

�4�A¯A°��A���b���4�4�A�A�{�4�-�A��° ³ �����{�A¦-¥���¤����V¨
��£G�A���A���G¸����A�A���4�{�4������ÂW¬
 ;�#¤������{�4��µ

A ∩ A = ∅
¬

! ¬
A ∪ B �A¯��½�W¸������4����� ³ ¤����A���:¹��G¸����]¢���¯A�

A
µ�¢���¯A�

B
ÂW¬

É{�W¢����A���b���4�4�A�A�{�4�-�A��°Eµ9�A�[¥A�W¢��A�A���{�'��¤����G�V�A�
A + B

³ �A�{�4�-�A� n⋃
i=1

¤����G�V�A� n∑
i=1

ÂW¬
" ¬
A\B = {ω ∈ Ω : ω ∈ A, ω /∈ B} º`�A°q ����V�#�����#¬¶�¬
A4B = (A\B) ∪ (B\A) º �4���{�{�-�A���� ��4�G¡��V�I�$�V£-¨

���A�-�A��¬

 E�4¡��#�A�A��°q�z�4�A�A���-�A���0�A¤��4�$�#ª������$�!¸��4�A¯A°��A�����{��¬
��Â
A = A

µ
A = Ω\A µ A\B = A ∩B = B\A ¬¯�Â

A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) µ A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C) º��V£*�#���{�$�V�¸����-�A����¯#¥��A�$�A���A�-�A��¬
��Â
A ∪B = A ∩ B µ A ∩B = A ∪ B ºt¤�������ª���¤�¸��A�A���-�A�A�4�����A�-����µ��A�4���4�2�V�#¡�Å5�
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¸�¢$�Ç¢�²U¯A�A¦4�n ����W¢��0§W¢��4�{�4���A�A� � ¬
¦*Â
A ⊂ B ⇐⇒ B ⊂ A

¬
���������
	��
� 
��
�
������� �$�V£G°q���#�-�A�'�J¡�¢��#�4�

F
�4�A¯A°��A��� ³ �4���-�A�4�9���{���*Å5�4�-�A��ÂWµX£*�!¨

�{¡���¥��A°q���#�A���A�4���A�W¢��A�����A¤��4�$�#ª����
A ∪B �

A
µ��A�n�4�-�A�

«!Â®��£
A,B ∈ F

�W¢��W¸$¥��-�
A ∪B ∈ F

µ
·AÂ®��£

A ∈ F
�W¢��W¸$¥A�-�

A ∈ F
¬

ÃE�����{�4�2¡��A���4 ����#�9�-�����A¦4���{���!Å5�4�-�A���
Ω
¬�ÃÄ¥A�-�A�

Ω
�4�A�-�A�A���]��£

n
���4�4�A�A�{�4�-�A��°®¹

�4�A¯A°®�A��� ³ ���z�- ����#�V�
∅
�
Ω
ÂW¬$���A¦:¸��

F
º¼�{���*Å5�4�-�A�A�n�A�4�W¹]¤��*¸��{���*Å5�4�-�A�

Ω
µ$�4 ����#�V�

∅
�
Ω
�]�A�4�4¦4�n��¹

2n
¬

� ���H
 
������ 
�� ���	����	��
� ������
 ��
��
ÃÄ¥A�-�A�[¸��#�$�=¤��V¢��$�V�b¦4��¥�¤�¤$� {Ai}

µ
i = 1, 2, ..., n

¤��A¤$�#���������4�4�A�A�{�4�W����°®¹D�$�#�V¨
���A�A�4���*���A��°®¹o�4�A¯A°��A����¬�� ¤�¥��-�A�P���4¡��#�A�A���A�2�4�A¯A°��A���

A
���{�4�-�P�$�V£-¢��!Å5�4�����

A =
Ai1 + ...+Aik

¬�Îb§-�A�A���W¢$¥� $�#� ³ ¤����A¤����W¸��W¢��4����²EÂ
P (A) = k

n

¬ ³�� %*(� Vm8<$/0.Ä(�%:3A3�.-(�/5h
"�%!+-/5Y�%*,#3�.-�V.F?�.-"$<�C�ÂW¬
ÃE�2�����A��¥�Õ�¡�¢��#�4�4�� ��-�4¡��V�b�A�4���*���A���A�-�A�[�$�#�A�$���#�A���#Àl�4����²× ����W¢���¯V¢��#¦4�A¤��������V¨

��°®¹ ³ ¸�¢$�]¸��V�����A¦4�Ç�4�A¯A°��A����Â_���'¹��G¸��A�Ç¡� ����W¢$¥��A�4�B¹��A�#£G�{�*Å���°®¹����:¹��G¸��A�Ç§4¡��4¤��4����¨
�{�4���V���*¬

���
�
��
����
��� ���H
 
������ 
�� �
���
��	���� ������
������
«A¬
0 ≤ P (A) ≤ 1 ¬·�¬
P (Ω) = 1

µ
P (∅) = 0

¬
� ¬
P (A+B) = P (A) + P (B)

¬ ³ ­®�q¬$¤$�#�$�!¸��A¡��z»½¬¿Á]��£G�4�G���5�A�4�������4���4�A���V¬¿Â
� ¬
P (A) = 1− P (A)

¬
� ¬
A ⊂ B

µ
P (A) ≤ P (B)

µ
P (B\A) = P (B)−P (A) ¬A­9¢��W¸$¥��-�z��£�¤�¬ � µV�4�W¢��5¥� ��4�-�A�

B = A+B\A ¬� ¬
P (A1 ∪A2) = P (A1) +P (A2)−P (A1 ∩A2) (A1 ∪A2 = A1+(A2\(A1 ∩A2)))

¬
Ë��A¡��V£*�V�A�n�G�#�{���	�;�A����¥G¢$¥Ç¸�¢$�

n
�W¢��#¦W�#�4�{°®¹�Õ

P (A1 ∪ ... ∪ An) =
n∑

i=1

P (Ai)−
n∑

i<j

P (Ai ∩ Aj) + ...+ (−1)n−1P (A1 ∩ ... ∩ An).

´U¢��#�4�4�� ��4�4¡��V�=�A�4���*���A���A�-�A��¤������{�4�����-�A�'�=�Ç�A�4���A�A���A�o�Ç¡��A�{¯A���$�V�A�A����°®¹�£*�!¸��!¨
 $�!¹�µ
¦:¸��Ç¤��G¸��4 ����A°q���#�-���B�� ����W¢��2�4¤��A�4�A¯A�A���A°q¯A�A�$� ³ �$�V£G�{�-Êl�4������Â

m
�A¯��½�4¡��A�A����£

n
�z��¢���¯A�-£z¥� ��-�V�Ç¤��A����¸�¡�� ³ �$�V£-¢��� ����{°®¹���¢������4�$�V£-¢��� ����{°®¹$Â±�����A�#£G�#�$�VÊl�4�����4�

³ ¤��A�#�A�A���4�����-�®Â���¢��]¯A�-£A¬
� 	��� ��	��!�
��¬�»��V£G�{�-Êl�4�����l�$�V£-¢��� ���°®¹��A¯��½�4¡��A�A�n¯A�-£z¤��A�#�A�A���4����� ³�� �$�!¢��A¦z�A°q¯A�A��¡��]�;�A�#£-¨

�A�$�VÊl�4�����-�È���;¥� ��-�A�A�o¤��A����¸�¡��AÂ-¬
 ;�#���A���A�4���*���A���A�-�A���A�A¦4��µ� ��A�0¹��#�!��¯A°8¥��*¸����A�
¤$�#��°8�0¦4��¥�¤�¤��z��£

n
 ��W¢��A�A�4¡]�4�A�A¤$�!¸��#²±�5¸����]���!Å0¸��4������¬

ÆU�A�A�-��Õ
P (A) = 1− r(r−1)...(r−n+1)

rn

¬�É{�W¢��]�4 ����#�V�A�
r = 365

µ��A�#"
n

� ��$ � $ ��$ ��$

P
$ ¬ $ · ! $ ¬ ! $�� $ ¬ " ¶�« $ ¬ " ! ¶ $ ¬ ¶A¶ �

%'& +.9,B�'*3)(E),L+* +.90F%<:/,<0R
,.-�L0/0>214),LG7?+.- +.@090L8),L83,LG/01011/01,6%3�< 1,6 &=+*),+.;124365'798.:�;=<�>�?+;.@)ACB
D OQLG90+'E07:/0+=687:> ;F( 10FG9G(IH < ;KJ +./4),+./0L�L0R MGN�;O* +=6.P0;.LCL0R Q0R I�7:1 68+.-F( 7:1RE /0L*68+.;=B�LG687:/G(SN�+*),/,<TP +

14& ;.LG90+4E07:/0+=687:1�/0L83,>FU.E�6.P43�<N))( ;=<:7:>)N�7N<TPVP4<TP�68+.-F( 7:1RE @09010/,<N)03,L.W2<:7 9,<TUG/G( B ;.LG90+'E07:/0+=687:/G( B
@090+=687:9,<:/0687:;=<.B R
XGOY/01,6%3,107:L83,L+/01,6%3,+

An
r =

r!
(r−n)!

<RB4Z0?+;.[C;.@)>)\
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(p1+p2+

· · ·+ pr)
n ÂW¬

� 	�� � � � 
 ����� �����
	��
 � ³ ¸�¢$�]¯A�����A�{�$�!¢��A���A¦4�0�$�#�4¤����W¸��W¢��4������ÂW¬
� ���
	��
 � � �
�H
 
�� ��� ¬
»��#�4�4�{�#�A�����J¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-�A��¯A�����A�{�$�!¢��A��°®¹0�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����X¬�ÃÄ¥A�-�A�

p = λ
n³ �!¬ �V¬

λ = pn = Const
ÂW¬

���A¦:¸��5¤����
n→∞ Õ pn(k) =→ p∞(k) =

λk

k!
e−λ

¬
Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A��¬

pn(k) = Ck
np

kqn−k =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

(
λ

n

)k (1− λ
n
)n

(1− λ
n
)k
=

=
1(1− 1

n
) . . . (1− k−1

n
)

(1− λ
n
)k

λk

k!

(
1− λ

n

)n
→ λk

k!
e−λ.

Ø��#�{�4 $�#�����#¬����4�A���4�9��µ��A ��4�A��¸�����µ��4¤��$�#�A�W¸�¢��������=���W¢$¥� $�#�#µX¡��A¦:¸����A�W¢��� ����$�
pn���;¤��A�-�A�*�����$��µ$���n�-�A���4�{���A�B��¡

λ
¬

���4�A���4��¥�¤��$�#¡��A�� ��4�4¡����{�*Å����0¤������{�4�����A� ���U¤����
n > 100

µ
λ 6 10

¬
� ���
	��
 � � �
����	������E� � ���

�� ¬ ³ Îi§-�A�A�|�W¢$¥� $�#�

npq
�A�W¢���¡���µ½�#�#¡J ��A�

p > 0
�

q > 0
º �;��¡��4�����A���#��°±ÂW¬

©z�A¡��!¢��A�$�V��¬

lim
n→∞

√
npqpn(m)

1√
2π
e−

x2m
2

= 1, pn(m) ≈
1√
2π

1√
npq

e−
x2m
2 , xm =

m− np√
npq

.

�E���A�4¦4�$�!¢��A�$�V��¬ � �V�]�A�4�A���4�9��¯#¥*¸��-��¤��V¢$¥� ��4�$��¡��#¡��W¢��W¸��-�A�A���Ç��£Ç¯A�V¢��4�n�A¯#Êl�4��µ
�V�#¡]�$�V£G°q���#�4�{�A���E�4���A�$�!¢��A���A��ÃE���W¸��W¢��A���A�]���4�A���4�{°E¬

P

{
a 6

m− np√
npq

< b

}
≈ 1√

2π

b∫

a

e−
x2

2 dx.
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ÃE�V¢��*Å����
a = k−np√

npq

µ
b = k+1−np√

npq

µ��#�#¡] ��A�
b− a = 1√

npq

¬
���A¦:¸���µ����4¤��V¢��#£4¥#�]�A�4�A���4��¥��n�4���W¸����4�qµ�¤��V¢$¥� ����

pn(k) = P{m = k} = P

{
a 6

m− np√
npq

< b

}
≈

≈ 1√
2π
(b− a)e−

x2

2 |x∈(a,b)≈
1√
2π

1√
npq

e−
x2k
2 .

�  *&;.-L� #"$<�.Gc���+r?�<
nkp→ λ

K�@B�V.
0 < k < 1

/0%;&;%Gm8"�%l,#3�<�&;.-"�C$/5YÇ%*gV.z,#3�<$g'?�<$h
mI.-"$"$M9.z79%:3�&ER!?�M{¬

� 	��� ��	 ¬�­®¡��V¢��A¡��[�$�V£]��¥�Å����[¯A���A�4���A�[�{�A���-�#¥Aµ9 ��A�A¯A°¼���A�4���*���A���A�-�A�A² $ ¬ ¶A¶
 $�#�-�A�#�V�n¤��*���V¢��4�����]¦4�4��¯��0�#�G¢��� $�!¢��#�4�n�#� 1

2

���;¯A�V¢��4�#µ$ ��4���$� $ ¬ $ « �
»
�-Àl�4�����A¬�­®�A¦:¢��#�4���������A�4¦4�$�!¢��A���A�]�A�4�A���4�{�lÁ�¥��#�A�$�!¨ ©z�#¤�¢��#�G�

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < 0.01

)
= P

(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ <

√
pq

n
ε

)
= P{

∣∣∣∣
m− np√
npq

∣∣∣∣ < ε} =

≈ 1√
2π

ε∫

−ε

e−
x2

2 dx = 1− 2Φ(−ε) = 0.99.

Ø�¸��4�4�
Φ(z) = 1√

2π

z∫
−∞

e−
x2

2 dx
º`�����A�4¦4�$�!¢2�#Àl��¯A�A¡ ³ �V�#¯#¥*¢������A���#��ÂW¬

ε =
√

n
pq
0.01 = 2.58

³ ��£;�V�#¯V¢���ª�ÂWµ��V�A¡�¥*¸��
n = (129)2 = 16641

¬
� �
��� � ��	��Q� ��� � ©z�4¡�ª���� � ¬
»��#�4�4�{�#�A������¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-���U���4¤�°��V�#���$��µ!¦'¸��9§W¢��4�{�4���#�#����°q�2�4�A¯A°®�A���4�����V¨

¢$���-�A�'�zª��4¤��A �¡��
ωi1ωi2 ...ωin

¬!­®�A¦:¢��#�4���_�A�4�A���4�{�{¥��{���*Å0�4�����;�A�4���*���A���A�-�A�4��µ
P (ωi1ωi2 ...ωin) =

P (ωin | ωi1 ...ωin−1)...p(ωi1)
¬{ÃÄ¥A�-�A�[¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A��°q�]���4¤�°��#�V�����IÌV�{�������9�!¢��A����Í

£*�#�A���-���9°ÄÕ
P (ωis | ωi1 ...ωis−1) = P (ωis | ωis−1)

������£*�#�A���4���E�#�Ä�#¯A�4�V¢�²±�A���A¦4�E���A�{�4�$�
���4¤�°��V�#�����

s
µ$�A�n�4�-�A�

P (ωj | ωi) = pij
¬�ÃÄ¥��-�A����£G�A�4�-�A���Ç�$�! $�!¢��#���A�z�$�#�4¤����W¸��W¢��4���$�

�A�4���*���A���A�-�A�4�
P (ωi) = ai

¬$���A¦:¸��

P (ωi1ωi2 ...ωin) = ai1pi1i2 ...pin−1in .
³ ·AÂ

� ,#3�.-�V.F?�.-"$<�.-¬VÃÄ¥��-�A�±£*�!¸��#���U�A�4���*���A���A�-�A���A��¤����A�-�A�$�#���-�A�A�Ä��¡��A���4 ���°��2�$�#¯A�A���A�
§W¢��4�{�4���V�#����°�¹��4�A¯A°��A��� {ωi}

µ
i = 1, ..., N

¬½´E�A���4 ����A���G¸����A���G¸����A�[ª��4¤��A²¼Á��#��¡��V¨
�����$�V£G°q���#�-�A�'�b�A�4���*���A���A�-�A���A��¤����A�-�A�$�#���-���A��µ��2¡��#�A�A���A�

Ωn =
n
× Ω

µ
Fn =

n
× F

µ��
�A�4���*���A���A�-�A�

Pn(ωi1ωi2 ...ωin)
�A¤����W¸��W¢$���-�A�B� �;�A����¥G¢��A� ³ ·AÂW¬

Ë;¢$�Ç�A°q ����W¢��4����� ³ ·AÂWµ��l $�#�-�A���A�-�A��µ�¸��V¢$Å���°o¯A°��A�5£*�!¸��#��°È¤��4���W¹��G¸���°_�E�A�4���!���V¨
���A�-�A�

pij
��¢��]¤��4���W¹��G¸��$�V���9�V�A����ª$�

π =




p11 p12 . . . p1N
p21 p22 . . . p2N
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pN1 pN2 . . . pNN




« $



� �A�n�#�#¡��$�V£G°q���#�4�9�V���-�A�G¹��#�-���� ��4�G¡��V�2�9�V�A����ª$� ³∑
j

pij = 1
ÂW¬�ÆU�A�4²®¸����W¢��W¸$¥A�-��¡��A��¨

���4¡��A���A�-�A�]£*�!¸��#����� ³ ·AÂ_º��-¥��{�9�]¤����A�4�4�8����¸��4¡��G�#�I�$�#�A�$�2«A¬ ³ ÃE���A�A�4�����A� � Â;Á��#��¨
¡��A�A�4¡�¥�² ª��4¤����{�*Å����������A�4��¤����-�������A���V�A��¡��#¡[�{�G¸��W¢��]�4���-�A�4�{°w�

N
�4�A�-�A�*�$�������{�

���A�4���*���A���A�-�!���{��¤��4���W¹��*¸��
pij
��£

i
¨F¦4�0�

j
¨F�E�4�A�-�A�!�������#¬

ÃE�����{�4��°EÕ��W¢$¥� $�#�����A�E¸����4¡����-�A���A��¯V¢$¥�Å0¸��V�����;¤��n¤������{�A��¬
	;�#�-�A��°q���W¢$¥� $�#��º¼���-£*�V�A���4���{°q�����4¤�°��V�#����� ³

pij = pj
ÂW¬

�  *&;.-L� #"$<�.-¬�Ë;¢$��¤��$�#¡��A��¡��]¥*¸��A¯A�4�]�W¢��W¸$¥�²±Êl����¡������A�4�����PÌAÁ��#��¡��A�A�A�-�A��Í�¬
ÆÄ¯A�#£G�$�* �����¯#¥�¡����#�{��Ã5µ� 8��ÐJº��A����¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A��°®¹��4�A¯A°��A�����zª��4¤���Á��#��¨

¡��A����Õ�¤����#Àz¢��A�#µ½�$�#�-�A�*��Êl�4���[¯#¥G¸$¥�Êl�4�#¬
���A¦:¸��
P (
Ã;Ð |  ) = P (

Ã |  )P ( Ð |  ) º�¤����
�;��¡��4�����A���#�����A�t�$�#�-�A�*��Êl�4��¤����#Àz¢��A�J� ¯#¥*¸$¥�Êl�4�P���-£*�#�A���4���{°E¬±Ë��A¡��!£*�V�A�W¢��A�-�A�A�
�W¢��W¸$¥A�-�Ç��£z�$�#�A�4���-�A�

P (
Ã  ;Ð

) = P (
Ã;Ð |  )P (  ) = P (

Ð | Ã  )P ( Ã |  )P (  ) =
= P (

Ð |  )P ( Ã |  )P (  ).
³ Ë��A¡��VÅ����A�E�G�#�{�A�-�A�!���A�W¢��A�������4�A¯G¹��*¸����{�A�-�A�n��¸��A�-�V�V�A�A ����A�-��� � Â

� ��	�� � � � ���
n
� ����� � ¬�ÆÄ¯A�#£G�$�* ����  ��4���-£

p
(n)
ij

�A�4���*���A���A�-�A�2¤��4���W¹��G¸�����£
ï
F¦4�

�
j
¨F�Ç�4�A�-�A�*��������£*�

n
À5�#¦4�A��¬�©z�4¦4¡��=¤����W¸�¤��V¢��*Å����A� ³ �*¸����A���G¸����A�-�A� � ÂWµ� ��A�=�A�$�����

£*�#�A���-�����#�n�#¯A�4�V¢�²±�A���A¦4�n���A�{�4�$�lÀ5�#¦W�
s
³ ���4 ��0��¸��-�n�0¤��4���W¹��*¸��;��£z�4�A�-�A�*�������

i
�$�

s
¨F��À5�#¦4�l���4�A�-�A�!�������

j
�$�

s + n̈
F�DÀ5�#¦4�GÂ-¬�ÃÄ� �;�A����¥*¢���¤��V¢����A���A�4���!���A���A�-�A��¸�¢$�

0 < m < n
���{�4�4�

p
(n)
ij =

N∑

k=1

p
(m)
ik p

(n−m)
kj

��¢��
π(n) = π(m)π(n−m).

³ � Â

ÆU�A�4²®¸��Ç�W¢��W¸$¥A�-�Vµ� ��A�
π(n) = πn

�
πn = πmπn−m

³ �n¸��#�����A�o�W¢$¥� $�#�l§-�A��¤����A�-�A�
�-�A�4¤��4�����9�V�A����ª�°±ÂW¬
ÆU�A�{�-�A���qµ� ��A�

πn
º �A�*Å0�E�-�A�*¹��#�-�A�� $�4�4¡��V���9�V�A����ª$� ³ Ë��A¡��V£*�V�A� � ÂW¬

� 	���� � ��������
���
 ¬�»��#�4�4�{�#�A�����  #gV+4%'?�pq/5"$R�p �A�4���*���A���A�-�A� pnj =
N∑
i=1

aip
(n)
ij

³ �$�!¹��V¨
Å0¸��4�����[�4���-�A�4�{° ���-�A�-�A�!�������

j
�$�

n
¨F��À5�#¦4���#���$�* $�!¢���ÂÄ��¤����W¸�¤��V¢��*Å����qµ½ ��A� �%�

lim
n→∞

pnij = pj
¬

���A¦:¸��
lim
n→∞

pnj = lim
n→∞

N∑
i=1

aip
n
ij =

N∑
i=1

aipj
� pj

ºÔ7{<$"$ G?$Y�"$%!. �$�#�4¤����B¸��W¢��G�����n�A�W¨

���*���A���A�-�A�4��¬ �Ä£;�$�#�A�4���-�A��� N∑
i=1

pn−1i pij = pnj
³:³ � ÂWµ

m = n− 1 Â®¤���� n→∞ �W¢��B¸$¥��-�

N∑

i=1

pipij = pj.
³ � Â

� �A�=£G�$�* ����!µ{ ��A� �;���$�!¢��A���A���$�#�4¤����W¸��W¢��4�������-�V�#ª����A�$�#�����[�����V¢$���-�A�B�b���-Àl�4�����4�
�4���-�A�4�{° �!¢�¦4�4¯A�$�#�� ��4�4¡���¹J¥��$�#�A���4������� � �0¸��A¤��V¢������A�W¢��A��°q�{��¥A�W¢��A�A�����{�

pj > 0
�

N∑
i=1

pi = 1
¬
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π
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��+F?�<�,#3�<
�
/n%'&

pj > 0
K
j = 1, . . . , N

Kl/0%[@W%!1#%:3�C$/�K5L�/0%2Z� W3�(�%!1#+-(� *C�H�.-,$Y
dF+-<�+W/n.r&E Wj

�
3�@W%*�!<$L�"$ ¬#Î[§-�A�A�2�W¢$¥� $�#��¯A�-£4¥A�W¢��A�A��°q� ³ �#¯A�4�!¢�²±�A��°q�*Â
�A�4���!���A���A�-�A�

p
(n)
j�-�A���4�����A�'� ¡

pj
���-£*�#�A���4���{�D�#���$�* $�!¢��A���A¦4���$�#�4¤����W¸��W¢��4������µÄ�P�4���-�A�4��� ³ � ÂÇ¤����

¥�¡��V£*�#����°®¹�¥A�W¢��A�A����¹]���{�4�-���W¸������-�A�A�4���$�A�z���-Àl�4�����#¬
ÃE�V¢��-£G�$�0�W¢��W¸$¥�²±Ê5�V�]�A�4�A���4�9�5¸�¢$�]¡��A���4 ���°®¹]�9�#��¡��A�A�4¡���¹]ª��4¤��4��Õ
� ���
	��
 � � ��	�� � �
� ¬½ÃÄ¥��-�A���-¥�Êl�4�-���#¥�²U��ª��W¢�°q�

ν
�
j0
µ��V�#¡����#µX ��A�

min
i
pνij0 =

δ > 0
¬®���A¦:¸��J�-¥�Êl�4�-���#¥�²±�� ����W¢��

pj
µ
j = 1, 2, . . . , N

µ��#�#¡����#µ� ��A�
lim
n→∞

pnij = pj
µ

j = 1, 2, . . . , N
���-£*�#�A���4���{�n�#�

i
¬

Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A��¬�ÆÄ¯A�#£G�$�* ����
M r

j = max
i
prij
µ
mr
j = min

i
prij
µ
mr
j 6 M r

j

¬
Ël�!¢��4�

mr+1
j = min

i

∑
k

pikp
r
kj > min

i

∑
k

pikmin
k
prkj = mr

j

µ9�#�$�!¢��A¦4�� ����
M r+1

j 6

M r
j

¬
���#¡����b�A¯A�$�V£G�A�qµ
m1
j 6 m2

j 6 . . .mr
j 6 . . . 6 . . .M r

j 6 . . .M 2
j 6 M1

j

¬
�Ä£9�{�A���#�A�A�����A�-�A�z�;�A¦4�$�#���� ��4�����A�-�A���W¢��W¸$¥A�-�Vµ! ��A�_�-¥�Êl�4�-���#¥�²±�Ä¤����W¸��B¢�°

lim
n→∞

Mn
j =

Mj
�
lim
n→∞

mn
j = mj

¬
¾l��¡��4����¥A�G�I¸��A���-�A���A¡����9�V�A����ª�°

πν α
�
β
³ �!¬ �#¬��$�#�-�4�{�#�A�����

pναk
�
pνβk
ÂWµ
k =

1, 2, . . . , N
¬

ÆÄ¯A�#£G�$�* ���� ∑+
=

∑
k:pναk>pνβk

� ∑−
=

∑
k:pναk<p

ν
βk

¬

���A¦:¸��

∑+
pναk +

∑−
pναk = 1,

∑+
(pναk − pνβk) +

∑−
(pναk − pνβk) = 0,

∑+
pναk −

∑+
pνβk = 1−

∑−
pναk −

∑+
pνβk 6 1− δ.

Ël�!¢��4�

M ν+n
j −mν+n

j = max
α

∑

k

pναkp
n
kj −min

β

∑

k

pνβkp
n
kj =

= max
α,β

∑

k

(pναkp
n
kj − pνβkp

n
kj) =

= max
α,β

{∑+
(pναk − pνβk)p

n
kj +

∑−
(pναk − pνβk)p

n
kj

}
6

6 max
α,β

{∑+
(pναk − pνβk)M

n
j −

∑+
(pναk − pνβk)m

n
j

}
=

= max
α,β

{∑+
(pναk − pνβk)M

n
j +

∑−
(pναk − pνβk)m

n
j

}
=

= max
α,β

∑+
(pναk − pνβk)(M

n
j −mn

j ) 6

6 (1− δ)(Mn
j −mn

j ).

ÃE�4���W¹��G¸$��¡�¤����W¸��W¢$¥]¤����
n→∞ µ$¤��V¢$¥� ����

Mj −mj 6 (1− δ)(Mj −mj),

«!·



 ��A�n�A�#£G�{�*Å�����¢���Àl��¤����
Mj = mj

¬
� ���
	��
 � ³ ¯A�-£;¸��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-������ÂW¬�ÃÄ¥A�-�A�

A = {ωi}
ºÓ¤��G¸��{���*Å5�4�-�A�A�Ç�4�A�-�A�*�������

§4��¦4�G¸��� ��4�4¡��A�]�4���-�A�4�{°Eµ
TA
º �A���4�����$�!¹��*Å0¸��4�������4���-�A�4�{°8�

A
µ
T
º �A¯#Êl�4�E�A���4���

�E¥���¡�ª����A�������A�A�#�������4���-�A�4�{°E¬����A¦:¸��

lim
T→∞

TA
T
=
∑

ωi∈A
pi.

³ ­®���W¸����4�z¤��0�A���4�{�4�����4�A�A¤$�!¸��#�-�n�4�n�4���W¸������D¤��0���G�!¢���£*�#ª������q¬¿Â
� � �I����������� �
� ��� ������� � ©z�4¡�ª���� � ¬
ÃÄ¥A�-�A�n£*�!¸��#���0�A�4���!���A���A�-�A���A�z¤����A�-�A�$�#���-���A�

(Ω,F, P (·)) ¬«A¬�­9¢$¥� $�#�����A�D�A�W¢��� ������A���$�V£G°q���#�-�A�'�o�A�-Êl�-�-���A�4���$�V� �E¥���¡�ª����
ξ(ω)

³ �#�A�A¯A�$�!¨
Å5�4�����

Ω → R1

ÂWµ½�V�#¡��V��µ
 ��A��¸�¢$�[¢�²U¯A�A¦4���#�-Êl�4�-���A�4�����A¦4�
x
�{���!Å5�4�-�A�A� {ω ∈ Ω :

ξ(ω) < x} ∈ F
µ��!¬ �#¬½+4%*g!M{/5<�.-¬

·�¬�Î®�4���*���A���A�-�A�
P ({ξ(ω) < x}) = Fξ(x)

�$�V£G°q���#�-�A�B� �E¥���¡�ª����4���$�#�4¤����W¸��W¢��4�$���
�W¢$¥� $�#�����A�]�A�W¢��� �����°

ξ
¬

­®�A�A���-�A��� �E¥���¡�ª������$�#�4¤����W¸��W¢��4������¬
«A¬$Ë;¢$�

x1 < x2
Õ {ξ < x2} = {ξ < x1} + {x1 6 ξ < x2} ⇒ P (ξ < x2) = P (ξ <

x1) + P (x1 6 ξ < x2) ⇒ F (x1) 6 F (x2)
µ
P (x1 6 ξ < x2) = F (X2)− F (x1).·�¬

0 6 F (x) 6 1
µ
x ∈ R1

¬
� ¬
F (x)

���4¤����4��°q�A�$�2�W¢��4����µ
lim
xk↑x

F (xk) = F (x)
¬�ÃÄ¥A�-�A�

x1 < x2 < · · · < xn <

· · · < x
¬XË��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A�2�W¢��W¸$¥A�-�=��£��A�A¦4��µ
 ��A� {ξ < x} = ⋃

k

{ξ < xk}
�
F (x) =

lim
xk↑x

F (xk)
���4��¢$¥����4¤����4��°q�A���A�-���P�A�4���*���A���A�-�A�J¸�¢$�J�{�A���#�A�#����°®¹�¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��V¨

���A�-�A�4���4�A¯A°��A����¬
� ¬
P{ξ 6 x} = lim

xk↓x
F (xk) = F (x + 0)

¬�Î §-�A�A�i�W¢$¥� $�#�Ç¸�¢$�
x1 > x2 > · · · >

xn > · · · > x
���{�4�4� {ξ 6 x} = ⋂

k

{ξ < xk}
�=¸��!¢��4�����4¤��V¢��#£-¥��4� ���4¤����4��°q�A���A�-���

�A�4���*���A���A�-�A��¸�¢$�]�{�A���#�A�A����°®¹]¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-�A�G���4�A¯A°��A����¬
� ¬$Î®°q¤���Àl�4�o�4�#�#�A���#Àl�4�����]¸�¢$�

x1 6 x2
Õ

P{x1 6 ξ < x2} = F (x2)− F (x1)
µ

P{x1 6 ξ 6 x2} = F (x2 + 0) − F (x1)
µ��� $�#�-�A���A�-����µ½¤����

x1 = x2 = x
Õ
P{ξ =

x} = F (x+ 0)− F (x)
µ

P{x1 < ξ 6 x2} = F (x2 + 0)− F (x1 + 0)
µ

P{x1 < ξ < x2} = F (x2)− F (x1 + 0)
¬

� ¬
F (−∞) = lim

n→∞
F (−n) = 0 µ F (+∞) = lim

n→∞
F (+n) = 1

¬
­�¥�Êl�4�-���A�A���#�����_¤����W¸��W¢��A�;�W¢��W¸$¥��-����£_�{�A���#�A�A�����A�-�A�n�0�A¦4�$�#���� ��4�����A�-�A��¬�»��#�A�4��¨

�-�A���0��£z�4�A�#�A���#Àl�4�����
1 = P{−∞ < ξ <∞} = F (+∞)− F (−∞) ¬ÆU�A�{�-�A���2�-Êl�#µ! ��A�K�E¥���¡�ª������$�#�4¤����W¸��W¢��4�����l���{�4�-�Ä���9¯A�V¢��4�#µ! ��4���4 ��-�A���A�® ����W¢��

�4¡��* �¡��A��¬ ³ 	E���W¢��
N( 1

k
)
�4¡��! �¡��A�n�$�V£G�{�4���A�����;¯A�V¢��4� 1

k

�A¦4�$�#���� ��4���n�A�W¢��� ������A�
k
ÂW¬

¾�¥���¡�ª�����µ{¥*¸��A�V¢��-�A�A�A����²±Ê5�V�b¥A�W¢��A�A�����¼« � � �$�!¢$�$�W�A�B� �E¥���¡�ª����4�D�$�#�4¤����W¸��W¨
¢��4����� ³ ���4¡��#�A�A���A���W¢$¥� $�#�����A�D�A�W¢��� �����°±ÂW¬®Æ±¸��$�#¡���µ{��£��$�#�A�4���-�A���

Fξ(x) = Fη(x)���0�W¢��W¸$¥A�-�2�4�A�A¤$�!¸��4�����
ξ
�
η
�½�A���[�{�A¦-¥����$�V£-¢��� $�V�A�A�B���n�A�4���*���A���A�-�A�A²`�W¸�������ª$��¬

ÃE�����{�4��Õ
η = −ξ ¸�¢$�]�4���{�{�-�A���� ����A¦4�Ç�$�V�4¤����W¸��W¢��G������¬

� ��� ��
���	���������� 
�� �I����������� �
� ����������� ¬

« �



Á]���*Å5�4�-�A�A�U£G�$�* ��4�����l¡��A���4 ����U��¢��l�4 ��-�A����¬
P{ξ = xk} = pk

µ ∑
pk = 1

¬4Ë;¢$�;¢�²_¨
¯A�A¦4�n¤��*¸��{���*Å5�4�-�A���

A
£G�$�* ��4����� {xk}

���{�4�4�
p{ξ ∈ A} = ∑

k:xk∈A
pk
¬�´E�A�����4¡��A���A�-�A�

�W¢��W¸$¥A�-�Ç��£;©z�4�{�{°8�0�-¥��{�{�����A���#������¤��0¯V¢��A¡��#�q¬
¾�¥���¡�ª������$�#�4¤����W¸��W¢��4�����

F (x) =
∑

k:x<xk

pk
¤��V¢����#�-�A�A² �A¤����W¸��W¢$���-�n�$�#�4¤����W¸��W¢��W¨

�����#Õ�£G�$�* ��4�����
xk
º �A�A �¡����$�V£G��°q����µ��A�4���!���A���A�-�A�

pk
º`�A�W¢��� �����°I�4¡��* �¡��A��¬

-

6

xx1 x2 x3 x4

F (x)

¾

¾

¾

¾

r r r r
¾�¥���¡�ª������$�#�4¤����W¸��W¢��4�����

� � � � � �I����������� �
� �����������
ξ
��� ��� �
�����H
R�!���
��	���	�� � ���
� ³ �#¯A�4�V¢�²±�A���±���4¤����W¨

��°q�A���A��ÂWµG�4�W¢��
Fξ(x) =

x∫
−∞

pξ(x)dx
µG¦:¸��

pξ(x)
º����4�#�A����ª$�V���W¢��A�$�V�z¡�¥��4�A ����V¨F���4¤����4��°q�A�$�V�

�E¥���¡�ª�����µ�¡��#�A�A�$�V���$�V£G°q���#�-�A�B�2¤�¢��#�A���A�-�A�A² �#�4���!���A���A�-�A� ³ ¤�¢��#�A���A�-�A�A²w�$�#�4¤����W¸��W¨
¢��4�����]�A�4���*���A���A�-�A��Âq�W¢$¥� $�#�����A���A�W¢��� �����°

ξ
µ ∞∫
−∞

pξ(x)dx = 1
¬

ÎD�A�A �¡��!¹����4¤����4��°q�A���A�-���
pξ(x) =

dFξ(x)

dx

¬

P{x1 6 ξ < x2} = F (x2)− F (x1) =
x2∫
x1

pξ(x)dx
¬

�  *&;.-L� #"$<�C$¬
«A¬ �E���A�4¦4�$�!¢J¤��A�����9�#�-�A�B�[���4�{°q�W¢��5©z�4¯A�4¦W� ³ ��¤����A�-�A�4��Àl��¹[�W¢$¥� $�V��¹=�A�=�-�A�A¤$�!¨

¸��#�-�n�z»{���9�#���A�A�4¡�����ÂW¬
·�¬�Ë;¢$��¢�²U¯A�A¦4�0¯A�A���W¢��4�A�4¡��A¦4� ³ ��£G�{�4�����{�A¦4��Â��{���*Å0�4�-�A���

A P (A) =
∫
A

dF (x)
� ¬�É{�W¢��

p(x)
���4¤����4��°��A�$�Ç�$�

[x, x +∆x]
µ$�A�Ç¤��0�A�4�A���4�{�l���4���W¸����4�

P{x 6 ξ <
x+∆x} = p(x)∆x+ o(∆x)

¬
� ¬
P{ξ = x} = F (x + 0) − F (x) = 0

¸�¢$�[���4¤����4��°q�A��°�¹��W¢$¥� $�#����°®¹��A�W¢��� �����µ
¤��A§-�A�A��¥�¸�¢$�]����¹����4�$�#�A�4���-�A���

6
µ
>
�{�!Å����l£*�#�{�4�����A���$�

<
µ
>
�]�$�#�A¯A�A���#�!¬

� � � �+� ����� � ��� 	������ 
�� �I����������� �
� ����������� ¬�Ë;¢$������¹��{���!Å5�4�-�A�A�0�A�A ��4¡]���V¨
�-�V� �E¥���¡�ª����]�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����]���{�4�-� ³ ©z�4¯A�4¦4�A�#¥�Â��{�4��¥���¥G¢���¬�ÃE�����{�4��º`´;�#���A�A���A�V¨
�4¡��V��¢��4�-�A����ª$� � �!¬$ÆÄ¯#Ê5�V��¸�¢����$�5�#�A���-£G¡��A�n�-�V�#ª����A�$�#�����A�-�A���-�A���4�{���A�B�]¡ ∞∑

n=1

2n−1

3n
=

1
¬
ÃE�A¡��V£*�#����µA ��A�z�W¢$¥� $�#����°q�U�A�W¢��� �����°D���4 ��4��¤�°q���#²±�A�B��§-�A���{�n�A���4���0�A��¤$�#�{��µ����

�-¥�Êl�4�-�A�#¥�²±�Ç�4�{�-À5�#����°q�z�A��¤�°EÕ
F (x) = αFξ1(x) + (1− α)Fξ2(x)

µ
0 < α < 1

¬
� ���
���  ��	������ 
�� �I����������� �
� ����������� ¬$ÃÄ¥A�-�A�5£*�!¸��#���

(Ω,F, P (·)) ¬�Î®�4¡��A�A��¨���A�E�W¢$¥� $�#�����A�z�A�W¢��� ������A�z�$�V£G°q���#�-�A�'�z�A�4¡��A�A���$�V� �E¥���¡�ª����
ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω) . . . , ξn(ω))

µ
�V�#¡��V��µ* ��A�_¸�¢$�Ä¢�²U¯A°®¹

x1, x2, . . . , xn
Õ {ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn} ∈

# , � B R��A+:3�B�+.FG+.90+.; 	 R �2R41 & +=B�10/ � R O�R�I
3,L*B�LG/07T( 7:LG+.90101 � ' /GP 	010K 1 � ' /GP 	010+./,<N3,>./0+.FG+ <:/,<NM
3,1GU*<0RG* R N�� <*'�P4<GN �
��� MGN4687:9�R������.R
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F
¬
P{ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn} = F (x1, x2, . . . , xn)

º
n̈
F�{�4���$�V� �E¥���¡�ª������$�#�W¨

¤����W¸��W¢��4������¬
Ël�!¢��4�;�$�#�4�4�{�#�A�����D�W¢$¥� $�#�

n = 2
¬

F (x, y) = P{ξ < x, η < y} ¬­®�A�A���-�A����¬
«A¬
F (x, y)

���E¥�¯A°q���#�-��¤��
x
�]¤��

y
¬

·�¬
F (x, y)

���4¤����4��°q�A�$�n�W¢��4���0¤��0¡��VÅ0¸��A��¥��#��¦-¥��{�4���#¥A¬
� ¬
F (+∞,+∞) = 1 µ F (−∞, y) = F (x,−∞) = 0 ¬� ¬
P{x1 6 ξ < x2, y1 6 η < y2} = F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1)+ +F (x1, y1)

¬
� ¬
Fξ(x) = F (x,+∞) µ Fη(y) = F (+∞, y)

ºÓ&E W3�@B<$"$ G?�Y�"$M9.q3� A+-,#3�.-�V.F?�.-"$<�C$¬

{ξ < x} =
∞∑

k=−∞
{ξ < x, k 6 η < k + 1} ⇒

P{ξ < x} =
∞∑

k=−∞
[F (x, k + 1)− F (x, k)] = F (x,∞).

Ë;¢$���#¯A�4�V¢�²±�A���n���4¤����4��°q�A��°®¹��W¢$¥� $�#����°®¹]�A�W¢��� ����
F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

p(x, y)dxdy
�

¸��!¢��4�#Õ
«A¬
p(x, y) = ∂2F (x,y)

∂x∂y

�5�A�A �¡��!¹]���4¤����4��°q�A���A�-����¬
·�¬
P (ξ ∈ D) =

∫
D

p(x)dx
³
ξ, x ∈ Rn

µ
D ⊂ Rn

ÂW¬
� ¬
P{x 6 ξ < x+∆x, y 6 η < y+∆y} = p(x, y)∆x∆y+o(∆x∆y)

�U�A¡����4�-�A���A�-���
�A�A �¡��]���4¤����4��°q�A���A�-����¬

� ¬
pξ(x) =

∞∫
−∞

p(x, y)dy
µ
pη(y) =

∞∫
−∞

p(x, y)dx
¬

� 
���� � ����� 	��H
 ��	�� � � ���
����� ¬
ÃÄ¥A�-�A�

B
º��4�A¯A°��A���#µ

P{B} 6= 0 ¬G���A¦:¸�� P{ξ < x|B} == Fξ(x|B) =
x∫

−∞
pξ(x|B)dx

¬
ÃÄ¥A�-�A�l£G�!¸��#�$�

p(x, y)
º ¤�¢��#�A���A�-�A�5�$�#�4¤����W¸��W¢��4�$�����W¢$¥� $�#�����A�Ç�A�W¢��� �����°

(ξ, η)
¬

»��#�4�4�{�#�A�����
F (ξ < x|B) µ$¦:¸�� B = {y 6 η < y +∆y} Õ

F (ξ < x,B) =
P{ξ < x, y 6 η < y +∆y}

P{y 6 η < y +∆y} =

x∫
−∞

dx
y+∆y∫
y

p(x, y)dy

∞∫
−∞

dx
y+∆y∫
y

p(x, y)dy

=

=

x∫
−∞

p(x, y)dx∆y + o(∆y)

pη(y)∆y + o(∆y)
.

»��V£-¸��W¢������$�
∆y

�]¤��4���W¹��G¸$��¡]¤����W¸��W¢$¥�¤����
∆y → 0

µ$¤��V¢$¥� $�#�4�

Fξ|η(x|y) =

x∫
−∞

p(x, y)dx

pη(y)

�
pξ|η(x|y) =

p(x, y)

pη(y)
.

« �



 ;�#¡��A���4ª�µ$�$�5�A�4���A�A�;§-�A�A� �;�A����¥G¢�°I�{�*Å����5£G�#¤����G�V�A�

pξ(x) =

∞∫

−∞

pξ|η(x|y)pη(y)dy.

³ �#�$�!¢��A¦V�;�A����¥G¢�° ¤��V¢����A���A�4���*���A���A�-�A��ÂW¬ � �$�!¢��A¦4�� ���°q�Y�;�A����¥G¢�° �{�*Å������$�!¨
¤����G�V�A�n��¸�¢$�Ç¸����4¡����-�����A¦4���W¢$¥� $�V��¬

� � �����
��
��� ��
���
 
�� �I��������� � �
� ��������� ¬ ©z�4¡�ª���� � ¬
­9¢$¥� $�#����°q���A�W¢��� �����°

ξ1, ..., ξn
�$�V£G°q���#²±�A�'�|���-£*�#�#���4���{°q�{�|�D�4�A�A�A¡�¥�¤����A�-�A�

³ ¤��A¤$�#������ÂWµ��4�W¢�� ∀x1, ..., xn
�4�A¯A°��A��� {ξ1 < x1}

µ®¬Ò¬Ò¬Òµ {ξn < xn}
���-£*�#�A���-���9° �2�4�V¨

�A�A¡�¥�¤����A�W�A� ³ ¤��A¤$�#������ÂW¬$ÃÄ¥A�-�A�n�A�4¤��4���
n = 2

¬

F (x, y) = P{ξ < x, η < y} = P{ξ < x} P{η < y} = Fξ(x) Fη(y).
³ � Â

P{x1 ≤ ξ < x2, y1 ≤ η < y2} =
= F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1) =
= Fξ(x2)Fη(y2)− Fξ(x1)Fη(y2)− Fξ(x2)Fη(y1) + Fξ(x1)Fη(y1) =
= (Fξ(x2)− Fξ(x1)) (Fη(y2)− Fη(y1)) =
= P{x1 ≤ ξ < x2} P{y1 ≤ η < y2}.

³ � Â

¾l�A����¥G¢�° ³ � Ân� ³ � Ân§4¡��A�����!¢��4���A��° ³
x1, y1 → ∞ ÂW¬9Ë;¢$�D¸����4¡����-�A��°�¹È�W¢$¥� $�#����°®¹�A�W¢��� ����

P (ξ = xk, η = yj) = P (ξ = xk)P (η = yj)
¬®Î®¤����A ��4�w����¸��4¡��4°t�{�!Å����

�A¤�¥A�-�A���A��¬
pξη(x, y) = pξ(x)pη(y)

�5�A�A �¡��!¹����4¤����4��°q�A���A�-����§-�A��¹ �E¥���¡�ª�����¬
Î®�4�����4�{�'��¡ ³ � ÂW¬$Î®�4�����5¢��]�A¯A�$�V�A���A� �
���4�A���4�9��¬�ÃÄ¥��-�A�

Fξη(x, y) = F1(x) ·F2(y)
µ�¤����� ��4�

F1(=∞) = 1
¬����A¦:¸��

F1(x) =
Fξ(x)

µ
F2(y) = Fη(y)

¬
Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A���W¢��W¸$¥A�-�Ç��£z�4�A�A���-�A�0¸��#¥��{�4�����A� �E¥���¡�ª������$�#�4¤����W¸��W¢��4�$����¬
­9¢$¥� $�#����°q�5�A�W¢��� �����°

ξ, η
�$�V£G°q���#²±�A�'�=§4¡��A�����!¢��4���A��°q�{�Xµ��4�W¢��

P (ξ 6= η) = 0³ �4�A�A¤$�!¸��V²±��¤��A ��A�]�A�4²®¸$¥�Â-¬
� �I��������� �
� 
�� �I����� ��� � �
� ��������� ¬
ÃÄ¥A�-�A�

η = f(ξ)
µ#¦:¸��

f(·) ºi��£G�{�4�����9�V� �E¥���¡�ª�����µ Rn 7→ Rm
¬�ÆÄ¯A°q ����Ä�A���4¯#¥��-�A�B�

�$�#���A�]�$�#�4¤����W¸��W¢��4���$�
η
µ$�4�W¢��]��£G�A�4�-�A�����$�#�4¤����W¸��W¢��G�����

ξ
¬

ÃE�����{�4��¬�ÃÄ¥��-�A�
y = f(x)

º����4�#°q���!Å0¸��4�����A�q¤����4�A¯A�$�V£G�A���#����� ³ ¯A���4¡�ª�����ÂW¬�ÃÄ¥A�-�A�
¸��#�$�5¤�¢��#�A���A�-�A�

pξ(x)
¬
 ;�#���A�]¤�¢��#�A���A�-�A�

pη(y)
µ$�4�W¢��

η = f(ξ)
¬

Ë;¢$��¤����A��£G�A�V¢��A���A�]�A¯V¢��#�-�A�]���{�4�4�qÕ
∫

D

pη(y)dy = P (η ∈ D) = P (f(ξ) ∈ D) = P (ξ ∈ f−1(D)) =

=

∫

f−1(D)

pξ(x)dx =

∫

D

pξ(f
−1(y))

∣∣∣∣
∂(x)

∂(y)

∣∣∣∣ dy.

ÆU�A�4²®¸��0�n�4��¢$¥�¤����A��£G�A�V¢��A���A�-�A�
D
¤��V¢$¥� $�#�4�qµ� ��A�

pη(y) = pξ(f
−1(y))|∂(x)

∂(y)
|dy ¬ÃE�����{�4��¬�Ø��!¸��#�$�5¤�¢��#�A���A�-�A�

pξ(x1, x2)
¬
 ;�#���A�]�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����

ξ1 + ξ2
¬

ÃÄ¥A�-�A�

« �



η1 = ξ1 + ξ2,
η2 = ξ2,

y1 = x1 + x2,
y2 = x2,

x1 = y2 − y1,
x2 = y2,

|∂(x)
∂(y)
| = 1 ¬

���A¦:¸��
pη(y) = pξ(y1 − y2, y2)

�

pη1(y1) =
∞∫
−∞

pξ(y1 − y2, y2)dy2
¬

É{�W¢��
ξ
�
η
���-£*�#�A���4���{°Eµ$�A�

pη1(y1) =
∞∫
−∞

pξ1(y1 − y2)pξ2(y2)dy2
³ �4�A�4���A¡�� � ÂW¬

� � �����
��
��� ��
���
�� �I��������� �
� ��� �����
��
��� � � 
�� �I��������� � �
� ��������� ¬�»��#�W¨
�4�{�#�A�����J¸����4¡����-�A��°_���W¢$¥� $�#��¬�ÃÄ¥A�-�A�

ξ
�
η
ºw���-£*�#�A���4���{°q�E�W¢$¥� $�#����°q�E�A�W¢��� �����°Eµ

�A�A¦:¸��
f1(ξ)

�
f2(η)

³ ¦'¸��
f1
�
f2
ºs��£4�9�-�����9°�� �E¥���¡�ª�����ÂÇ�V�#¡�Å5�=���-£*�#�A���4���{°q�

�W¢$¥� $�#����°q�0�#�W¢��� �����°E¬½ÃÄ¥A�-�A�
ξ
¤����������9�#�-��£G�$�! ��-�����

xi
µ��

η
ºt£G�$�* ��4�����

yj
¬�Ë;¢$�

¢�²U¯A°®¹
s
�
t
���{�4�4�qÕ

P{f1(ξ) = s, f2(η) = t} =
∑

i:f1(xi)=s
j:f2(yj)=t

P{ξ = xi, η = yj} =

=
∑

i:f1(xi)=s

P{ξ = xi}
∑

j:f2(yj)=t

P{η = yj} = P{f1(ξ) = s} · P{f2(η) = t}.

� ��
���� �
��� � ��	���������	���
�������� 
�� �I��������� � �
� ����������� � �  �
����� ¬
 ;�* $�!¢��A��°q�]�{�A�{�4����¤��A����¸�¡��

k
Õ

�
ξk =

∞∫
−∞

xkpξ(x)dx
µ��4�W¢�� ∞∫

−∞
|x|kpξ(x)dx < +∞ ��¢��

�
ξk =

∞∑
i=1

xki pi
µ��4�W¢�� ∞∑

i=1

|xi|kpi < +∞ ¬

Á��V�A�4�9�V�A�� ��4�G¡��A���*Å���¸��#�����E��¢����4���B¸����4�z£G�$�* ��4�����#Õ �
ξ =

∞∫
−∞

xdFξ(x)
¬

���4�A���4�9��¬$ÃÄ¥��W�A���W¢$¥� $�#���$�V���A�W¢��� ����$�
η = f(ξ)

¬$���A¦:¸�� � � �
η =

∞∫
−∞

f(x)dFξ(x)
¬

Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A� ³ ¸�¢$��¸����4¡����-�A��°�¹]�W¢$¥� $�#����°®¹��A�W¢��� �����Â

�
η =

∞∑

k=1

ykP (η = yk) =
∑

k

yk
∑

i:f(xi)=yk

pi =
∑

i

f(xi)pi.

­9¢��W¸��-�A�A���#Õ �
(
∑
Ckξk) =

∑
Ck
�
ξk
¬

�E�4���A�$�!¢��A��°q���{�A�{�4���
k
¨F¦4�0¤��A����¸�¡�� �

(ξ − � ξ)k =
∞∫
−∞
(x− � ξ)kdFξ(x)

¬

�E�4���A�$�!¢��A��°q�0�{�A�{�4���;�#�A�A���A¦4�E¤��A����¸�¡�� �
(ξ− � ξ)2 =

∞∫
−∞
(x− � ξ)2dFξ(x) = � ξ

���A�4���n�$�V£G���#�����Ä¸����4¤��4���4���Xµ √ � ξ º`�-�V�#��¸��#���A�$�A�z�#�A¡�¢��A���4�����#¬
� ξ = � (ξ − � ξ)2 = � ξ2 − ( � ξ)2 ¬���
�
��
����
�� �����
 ��������� 
�� �
��� ��� � � ������� � � ��
 ����	�
������
«A¬ �

(ξ + η) =
�
ξ +
�
η =

=

∞∫

−∞

zpξ+η(z)dz =

∞∫

−∞

(x+ y)

∞∫

−∞

p(x, y)dxdy =

∞∫∫

−∞

xp(x, y)dxdy+

# D L*6%3,1 B�+=B�LG/07?68' CDL*687:;.'.LG7
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+

∞∫∫

−∞

yp(x, y)dxdy =

∞∫

−∞

xpξ(x)dx+

∞∫

−∞

ypη(y)dy.

³�� �$�!¢��A¦4�� ����5¸�¢$�Ç¸����4¡����-����°®¹��W¢$¥� $�#����°®¹��A�W¢��� �����¬¿Â
·�¬ �

(C1ξ+C2η) = C1
�
ξ+C2

�
η
� �

Aξ = A
�
ξ
³
A
º �9�V�A����ª$��µ

ξ
º �W¢$¥� $�#����°q�

�A�4¡��A�A��ÂW¬
� ¬�É{�W¢��

ξ
�
η
���-£*�#�A���4���{°Eµ��A� �

(ξη) =
�
ξ
�
η
¬ ³ ÃE��� �

ξ < ∞ µ � η < ∞ ¬Ø��#�{�-�A���qµ$ ��A� �
(ξη)

�0§-�A�A�D�W¢$¥� $�#�;�-¥�Êl�4�-���#¥��-�V¬¿Â
ÆÄ¯A�$�V�A���A�����4�A�4����� � ÃÄ¥��-�A��µ��$�#¤������{�4��µ

ξ
�
η
ºÓ���-£*�#�A���4���{°q�l�W¢$¥� $�#����°q�5�A�W¢���¨

 �����°�� �
η =

�
ξ = 0

¬����A¦:¸�� �
(ξη)ξ =

�
ξ2η = 0

µ����0�#�A�4²®¸��0���;�W¢��W¸$¥A�-�Vµ� ��A�
ξη
�

η
���-£*�#�A���4���{°E¬�Îo�G�#�{�A�P¸��W¢��#µ

η\ξ ¨B« ·
¨B« � � ¶ · � ¶
· · � ¶ « � ¶

µ

���
P{ξη = 1, ξ = −1} = 4

9
6= P{ξη = 1}P{ξ = −1} = 8

27
.

� 	��� ��	��  �  �
����� �
ÃÄ¥A�-�A�

ξi
ºÓ ����W¢���¥A�4¤��W¹��A���

ï
F�D���4¤�°��V�#�����=Ð®�4����¥*¢�¢���¬ �

ξi = 1 · p + 0 · q = p
µ

�
ξ2 = 12 · p+ 02 · q = p

µ � ξi = p− p2 − pq
¬

»��#�4¤����W¸��W¢��4�$���lÃÄ¥��#�4�4�A�$�

Mξ =
∞∑
k=0

k λ
k

n!
e−λ � λ

∞∑
k=1

k λ
k−1

n!
e−λ � λe−λ d

dλ
eλ � λ

¬ � �$�!¢��A¦4�� ���°q��¤������4�{�A�
¤��V¢$¥� $�#�4� �

ξ2 = λ+ λ2
� � ξ = λ

¬
 E�A���9�!¢��A���A�E�$�#�4¤����W¸��W¢��4���$�

N(µ, σ2)
Õ

p(x) = 1√
2πσ2

exp{− 1
2σ2 (x− µ)2} ¬

�
ξ =

∞∫

−∞

xp(x)dx =

∞∫

−∞

x
1√
2πσ2

exp{− 1

2σ2
(x− µ)2}dx =

=
1√
2πσ2

∞∫

−∞

(y + µ) exp{− 1

2σ2
y2}dy = µ.

� �$�!¢��A¦-�� ����

� ξ =
∞∫

−∞

(x− µ)2
1√
2πσ2

exp{− 1

2σ2
(x− µ)2}dx = σ2√

2π

∞∫

−∞

t2e−
t2

2 dt = σ2.

� � � ��	����
�
��
������ � ©z�4¡�ª���� ! ¬
� �

ξ > η ⇒ �
ξ >

�
η
³ ­9¢��W¸��-�A�A���5·�¬¿Â

¯ �  E�4�$�#�A�4���-�A�A��´E�#Àl��¨rÐ�¥�����¡��A�A�4¡��A¦4�
�
(ξ − λη)2 =

�
ξ2 − 2λ � ξη + λ2

�
η2 > 0⇒ (

�
ξη)2 6

�
ξ2
�
η2
¬

É{�W¢��]�$�#�A�4���-�A�A��µ$�A� ∃λ µ � (ξ − λη)2 = 0
¬

« "



� �  E�4�$�#�A�4���-�A�A�ÇÁ��#��¡��A����¬

P{|ξ| > ε} 6

� |ξ|k
εk

, k = 1, 2, ....
ÃÄ¥A�-�A�

η =

{
0, |ξ| 6 ε,
ε, |ξ| > ε.

���#¦'¸�� |η|k 6 |ξ|k ⇒ εkP{|ξ| > ε} 6
� |ξ|k ¬ÃE���

k = 2
º`���4�$�#�A�4���-�A�A� 	E�4¯A°�À � ����� "!¬

� ¬ � C = 0
¬�ÆÄ¯A�$�V�A����Õ{�4�W¢�� � ξ = 0

µ��A�
P{ξ = �������	� } = 1

¬
Ë��A¡��V£G�V�A�W¢��A�-�A�A��¬
∀ε > 0 P{|ξ| > ε} = 0

¬½»��#�4�4�{�#�A����� ¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-���
Ak = {|ξ −

�
ξ| > 1

k
} ¬

Ak ↑ A = {|ξ − � ξ| > 0} ⇒ P{|ξ − � ξ| > 0} = lim
k→∞

P{|ξ − � ξ| > 1
k
} = 0 ¬Î®�#£G�A�$�VÊ5�V���4�E¡0���4�$�#�A�4���-�A�#¥0´E�#Àl��ÕA�4�W¢��0�$�#�A�4���-�A�A��µA�A� ∃λ µV�V�#¡��A�Vµ� ��A� ξ−λη =

const
�;�A�4���*���A���A�-�A�A² « ³ ¤��A ��A�]�$�#�A�4�����A�*ÂW¬

� ¬ � Cξ = C2 � ξ ¬
! ¬ �

n∑
i=1

ξi =
�
[

n∑
i=1

(ξi −
�
ξi)

]2
=
� n∑

i=1

(ξi−
�
ξi)

2 +
n∑

i,j=1,i6=j

�
(ξi−

�
ξi)(ξj−

�
ξj)

=
n∑
i=1

� ξi +
n∑

i,j=1,i6=j
covξiξj

³
�

n∑
i=1

� ξi
�4�W¢��

ξi, ξj
¤��A¤$�#�����0���-£*�#�A���4���{°�º �;�A����¥*¢��nÐ®�A�4���4�{§#¬¿Â

Á]�A�{�4���A°I�A�4¡��A�A����°®¹��W¢$¥� $�#����°®¹��A�W¢��� �����¬
�
ξ = (

�
ξ1,
�
ξ2, ...,

�
ξn)
µ �

Aξ = A
�
ξ
µ

� ξ = ( � ξ1, � ξ2, ..., � ξn)
‖covξiξj‖

º`¡��A���#���$�#ª����A���$�V�]�9�V�A����ª$��¬�Î®�A�W¸��4�
rij =

covξiξj√
� ξi � ξj

µ |rij| 6 1
¬

´;�#¡��A�[�4�{°q�W¢
rij

��ÃÄ¥A�-�A� |rij| = 1
�
ε = ±1 µ��A�A¦'¸�� �

(
ξi√
� ξi

+ ε
ξj√
� ξj

)2
=

2(1 + εrij) = 0
���A�W¢��� �����°

ξi
�
ξj
¢������4�����n£*�#�#���4���{°I�;�A�4���*���A���A�-�A�A² «A¬

� 
���� � ���
�  �����
 ��������� 
�� �
� ��� � � �������

�
(ξ|η = y) =

∞∫

−∞

xpξ|η(x|y)dx.

� �A�b�W¢$¥� $�#���$�V���#�W¢��� ����$��µ��E¥���¡�ª������#�
η
¬_ÆÄ�$���A¯V¢��!¸��#�-�P�A�4�4�{���4�A�A���-�A���#�{�

�9�V�A�4�9�V�A�� ��4�4¡��A¦4���*Å���¸��#�������;�A�4���*���A���A�-�A�A² «A¬
É{�W¢���¥� ��4�-����µ� ��A�

pξ|η(x|y) = pξη(x,y)

pη(y)

µ��A�

�
[
�
(ξ|η = y)] =

∞∫

−∞




∞∫

−∞

xpξ|η(x|y)dx


 pη(y)dy =

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

xpξη(x, y)dxdy =
�
ξ.

# X#" < � /0' 7:10K1J >.;.+.;:1G/�
ALG-F(IH
�G; �4Q�� �����4Q���� � 90'=6G6.P010K BH<:7:L*BH<:7:1GP
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� � � �
��� � ����� � �I��� �
 
�	�� � ���
���
� � 	������������  ��	����H��� � �
����� ¬
ÃÄ¥A�-�A�

ξ
�
η
ºÓ�W¢$¥� $�#����°q���A�W¢��� �����°Eµ��$�#¯V¢�²®¸��#�4�

ξ
µ$�A���4¯#¥A�-���B���Aª��4�����A�

η
µ��!¬ �#¬

�$�#���A���V�#¡�¥�² �E¥���¡�ª���²
f(·) µ$ ��A� � (η − f(ξ))2 ∼ min

f(·)� ���
	��
 � ¬
f(ξ) =

�
(η|ξ)

³ ¤�¬ ��¬¿ÂW¬
Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A��¬ �

(η − f(ξ))2 =
�
[
�
((η − f(ξ))2|ξ)] =

=
�
[
�
((η − � (η|ξ) + � (η|ξ)− f(ξ))2|ξ)] =

=
� { � ((η − � (η|ξ))2|ξ) + 2 � ((η − � (η|ξ))( � (η|ξ)− f(ξ))|ξ)+

+(
�
(η|ξ)− f(ξ))2|ξ)} = � (η − � (η|ξ))2 + � ( � (η|ξ)− f(ξ))2 >

>
�
(η − � (η|ξ))2, �!¬ ¡�¬ � ((η − � (η|ξ))( � (η|ξ)− f(ξ))|ξ) = 0,

¤����� ��4���$�#�A�4���-�A�A���A°q¤��!¢����$�W�A�B��µ$�A�V¢��A¡��n�4�W¢��
f(ξ) =

�
(η|ξ)

³ ¤�¬ ��¬¿ÂW¬
Ë���¥�¦4���;£*�!¸��* ��]�$�#��¢$¥� �Àl�4¦4��¤�����¯V¢���Å0�4������¬
«!Â9ÃE����¯V¢���Å5�4�����U¤��A�-�A�!�������A��¬ �

(ξ−C)2 ∼ min
C
⇒ �

ξ2− 2C � ξ+C2 ∼ min
C
⇒

C =
�
ξ
�
min

�
(ξ − C)2 = � ξ ¬·AÂ�ÃE����¯V¢���Å5�4�����

η
¤��0�$�#¯V¢�²®¸��4�������

ξ
�0¡�¢��#�4�4�E¢������4����°�¹ �E¥���¡�ª�����¬

�
(η − aξ − b)2 =

�
(η − aξ)2 − 2b � (η − aξ) + b2 ∼ min

a,b
. (∗)

Ë���� �;�-���4��ª�����¥A�
(∗) ¤�� (b) µ#�$�*¹��G¸���� b = � η−a � ξ µ#¤��A�W¢��� ��4¦4� (∗) ¤����������9�#�-�;�A��¸�

(η− � η−a(ξ− � ξ))2 = � η−2acovξη+a2 � ξ µ#¸���� �;�4���4��ª�����¥A��¤�� (a) µ�¤��V¢$¥� $�#�4�
−2covξη+2a � ξ = 0 ⇒ a = covξη

� ξ
�
aξ+ b = a(ξ− � ξ) + � η = covξη

covξξ
(ξ− � ξ) + � η ¬­®���W¸����4¡����!¸��$�V�A�� $�$�V���#Àl��¯A¡��0¤����]§-�A�A���$�#�A�$� �

(η − aξ − b)2 =

=
�
(η − � η − a(ξ − � ξ))2 = � η − 2acovξη + a2 � ξ = � η − (covξη)2

� ξ .

� � � �
��� ����� � �I��� ����� �������������
��� ��	����H��� � �
����� � �
�
�����
	����  
�� �I����� �
ÃÄ¥A�-�A�

ξ
ºI��£G�{�4���4����°_�l�A�4¡��A�A��µ �

ξ = 0
µ �

η = 0
¬0 Ä¥�Å����±�$�#���A�l�9�V�A����ª�¥

A
µ*�V�#¡�¥�²�µ

 ��A� � ‖η − Aξ‖2 ∼ min
A

¬

Y (A) =
� ‖η − Aξ‖2 = �

∑

i

(η − Aξ)2i =

=
�
tr(η − Aξ)(η − Aξ)∗ = trΣηη − trAΣξη − tr ΣηξA∗ + trAΣξξA∗.

Ø�¸��4�4�
Σηη =

�
ηη∗
µ
Σηξ =

�
ηξ∗
µ
Σξξ =

�
ξξ∗
µ{��£G�$�#¡ ³ ∗ Â��#£G�$�* $�#�-���4�A¤�����Å5�4�����³ �A�$�#���4¤��A�������A�A�#�����*ÂW¬

Î��#���A����¥#�
Y
¤��

A
µ$¤��V¢$¥� ����

δY = Y (A+ δA)− Y (A) =

= − tr δAΣξη − tr ΣηξδA∗ + tr δAΣξξA∗ + trAΣξξδA∗ = 0.
ÆU�A�4²®¸���µ�¥� ����A°q���V��µ� ��A�

trQ∗ = trQ
µ����{�4�4�

tr(Σηξ −AΣξξ)δA = 0
µ��#�A¡�¥*¸��5�l�4��¢$¥

¤����A��£G�A�!¢��A���A�-�A�
δA

�W¢��W¸$¥A�-�
Σηξ = AΣξξ

µ��V�#¡����D�A¯A�$�V£G�A�qµ
A = ΣηξΣ

−1
ξξ

�
η̂ = ΣηξΣ

−1
ξξ ξ
¬

ÃE���]§-�A�A���#¬ ¡�¬$�#Àl��¯A¡�� ³ ¤��A¦4���-Àl���A�-����Â®¢������4�����A¦4�n¤�����¯V¢���Å0�4�����]�$�#�A�$�
� ‖η − η̂‖2 = tr(Σηη − ΣηξΣ−1ξξ Σξη)
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� � ‖η − � η‖2 = trΣηη º¼�#¤������A���$�V�]¤��A¦4���-Àl���A�-�A��¬
� ��
���� � � �
����� � 
 ����
���� 
�� �I��������� � �
� ������������� � � � �  ��
���
�� � � � � 
 � ��� ©z�4¡�ª���� " ¬

� �� ��
���� ¬
� ��� � � �
�H� 
�� � � ����
�� ��� �E�
	� � � ���
�����
�
� �
ÃÄ¥A�-�A�

ξi
¤��A¤$�#�����_���-£*�#�A���4���{°Eµ!¤����� ��4� � ξn < C

³ �A¦4�$�#���� ��4��°��_�4�A�A�A¡�¥�¤����A�-�A��ÂW¬
���#¦'¸��

ηn =
1

n

n∑

i

(ξ − � ξi) P−→
n→∞

0.

Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A��¬ � ηn =
∑ � ξi
n2 < C

n

¬
�Ä£z���4�$�#�#�4���-�A��� 	E�4¯A°�À � ���n�W¢��W¸$¥A�-�

P{|ηn| > ε} 6
� ηn
ε2

<
C

nε2
−→
n→∞

0.

� ��� � 
����
���S�
«A¬$ÃÄ¥A�-�A� �

ξk = µ
¬����A¦'¸�� 1

n

∞∑
i=1

ξi
P−→

n→∞
µ
¬

·�¬�ÃÄ¥��-�A�
ξi
º¼ ����W¢���¥A�4¤��W¹��A�Ç¤������G¸����A�D���4¤�°®�#�#�����2�n�:¹��4�{�lÐ®�4����¥*¢�¢���¬����A¦:¸��

�
ξi = p

µ � ξi = pq
�

1

n

∞∑

i=1

ξi
P−→

n→∞
p.

� ¬½���4�A���4�9��Á��#��¡��A����¬
­®�����{�4�I¥��W¢��A�A�������-£*�#�A���4���{�A�-�A��µ�����¤��#�A���4¯#¥A�4�qµ� ��A�A¯A°

� 1
n

n∑
i=1

ξi → 0
¬$���A¦:¸��5��£z���4�$�#�A�4���-�A��� 	E�4¯A°�À � ���0¤��V¢$¥� $�#�4�D���4¤��A�4���W¸��-�A�A�G�����

1

n

n∑

i=1

ξi
P−→

n→∞

1

n

n∑

i=1

�
ξi = µ.

� ��	���������	���
�������� 
������ � �I�����������
ÆÄ¤����W¸��W¢��4�����#¬��E�#�$�#¡��A�4�����-�A�$ ��4�G¡��A� �E¥���¡�ª����4���$�V£G°q���#�-�A�B�

fξ(t) =
�
eiξt,

¤����� ��4��§-�A�#���{�A�{�4�����-¥�Êl�4�-���#¥A�4�Ç�A�4�4¦:¸���µ��#�#¡]¡��#¡ |eiξt| = 1 ¬� 	��� ��	��!�
»��#�4¤����W¸��W¢��4�$���lÃÄ¥��#�4�4�A�$��Õ

fξ(t) =
�
eiξt = e−λ

∞∑

k=0

eiktλk

n!
= eλ(e

it−1).

 E�A���9�!¢��A���A�E�$�#�4¤����W¸��W¢��4���$�#Õ

fξ(t) =
�
eiξt =

1√
2π

∞∫

−∞

eixte−
x2

2 dx = e−
t2

2 .
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�Ä£l�A ��4�A��¸���°®¹2�4�#�A���-�A���#�A�{�-�A�����W¢��W¸$¥�²±Ê5���#Õ
f(0) = 1

µ |f(t)| 6 1
µ� ��-�A���A�-�A���

�A�-Êl�4�W���A�4�����A�-���
f(t)

§4¡��A�����!¢��4���A��°J�;�_§-�A�A���W¢$¥� $�#�
f(t) =

�
cos(iξt)

¬!­9¢��W¸$¥�²±Êl���
�4�A�A���W�A���n�9�;�A����¥G¢������A���#��°I�0�A��¸��E�A�4�A���4�q¬

� ���
	��
 � � �
fσξ+µ(t) = eiµt

�
eiξσt

¬
� ���
	��
 ��� � ÃÄ¥A�-�A�

ξi
µ
i = 1, 2, . . .

���-£*�#�A���4���{°J�q�4�A�A�A¡�¥�¤����A�-�A��¬!�
�A¦'¸��
fξ1+ξ2+···+ξn(t) =

fξ1(t)fξ2(t) . . . fξn(t)
¬

� ���
	��
 ��� � ÃÄ¥A�-�A���-¥�Êl�4�-���#¥A�-�2�{�A�{�4���
k
¨F¦4��¤��A����¸�¡���¬����A¦'¸��Ç�-¥�Êl�4�4�A�#¥��-�

k
¨ �

¤����A��£G�A�G¸��$�V��¹��#�$�#¡��A�4�����-���� ��G�4¡��A� �E¥���¡�ª����
f
(k)
ξ (t)

µ��A�$�0�$�#�A���A�{�4�����n���4¤����4��°q�A�$�
�$� −∞,∞ �����{�4�-�Ç�{�4�W�A���$�#�A�4���-�A�A�

f
(k)
ξ (0) = ik

�
ξk.

³ ! Â

ÃE�4���A�#�����A���-�A�A�2�4�A�A���-�A�����A ��4�A��¸���°Eµ®�#�A�#���A�]¸��A¡��V£G°q���#�-�A�'�oª��4¤��A �¡��A�o�$�#�A�4���-�A�
³ ���4�$�#�A�4���W�A��ÂWÕ

|f (k)ξ (t+ h)− f
(k)
ξ (t)| 6

A∫

−A

|eixh − 1|p(x)dx+ 2
∫

|x|>A

p(x)dx.
³ " Â

Î®°q¯A�4���-�
A > 0

�V�#¡�µ� ��A�A¯A°|�#�A�A���A���W¢��#¦-�#�4�{�A�l¯#°®¢����{�4���4�
ε/2

³ �W¢��W¸��-�A�A���5�:¹��G¸���¨
�{�A�-�A��ÂW¬�Ø��#�{�-�A���qµ$ ��A�

|eixh − 1| = |
xh∫

0

eiαdα| 6 |xh| 6 A|h|.

Î®°q¯A�$�#�l�A�4¤��4��� |h| 6 ε
2A

µ��{°�¤��V¢$¥� $�#�4� |f (k)ξ (t+ h)− f
(k)
ξ (t)| 6 ε

���-£*�#�A���4���{�n�#�
t
¬

� ���
	��
 � � ��� .B>0�V%*(� !>V #/0.r?�Y�+-/01V �c
É{�W¢��D¹�¬ �0¬

fξ(t)
�#¯A�4�V¢�²±�A���P�����A�4¦4������¥��4�9�P�$�

R1
µ��A���W¢$¥� $�#���$�V�È�A�W¢��� ����$�

ξ���4¤����4��°q�#�$��µ��5�4�;¤�¢��#�A���A�-�A���A�4���!���A���A�-�A���$�#�A�$�

p(x) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ixtfξ(t)dt
³ ¶�Â

���$�#�A���A�{�4�����n���4¤����4��°q�A�$�n�$�
R1
¬

³ ÃE�0�-¥�Êl�4�-���#¥�º`§W�A�n�A�4�A���4�9�n�A¯0�A¯A�$�V�A���A�D¾�¥����A�W¨F¤����4�A¯A�$�V£G�A���#������¬¿Â
� ���
	��
 ��� � � ���
	��
 �Y���
��	���	�� � ����
���� � ��� � ��	���������	���
�������� 
���� � � �I�����

�������	� .B>0�V%*(� !>V #/0.r?�Y�+-/01V 
ÃÄ¥A�-�A��¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-��� {fξn(t)}

¹�¬ �0¬_�B¢$¥� $�#����°®¹I�A�W¢��� ����8�:¹��*¸����A�'�I¤����
n→∞ ¡�¹�¬ �0¬

fξ(t)
�W¢$¥� $�V�����A�]�A�W¢��� �����°

ξ
�$�#�A���A�{�4�����5¤��

t
�0¡��VÅ0¸��A�P¡��A���4 ����A�

�����A�4�����!¢�� |t| 6 T
¬����A¦:¸��5¤����

n→∞

lim
n→∞

Fξn(x) = Fξ(x)
³ « $ Â

�;�A�A �¡��!¹����4¤����4��°q�A���A�-�A�
Fξ(x)

µ��;�4�W¢��Ç¤��A�B¢��W¸������Ç���4¤����4��°q�A�$��µ��A���$�#�A���A�{�4������¤��
x ∈ R1

¬
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� ��� � 
����
��� ¬�É{�W¢��Ç¥n¸��#¥�¹Ç�W¢$¥� $�#����°®¹��A�W¢��� ������4�A�A¤$�!¸��#²±��¹�¬ �0¬Òµ��A�5�4�A�A¤$�!¸��#²±�
��£*�#¡��A��°I�$�#�4¤����W¸��W¢��4����� ³ �Ä¥���¡�ª������$�#�4¤����W¸��W¢��4������ÂW¬

� �
����	�� � 
 ����� ��	�� � � � 
 ����� �����
	��
 � � � � ��� �
ÃÄ¥A�-�A� {ξn}

º¼¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-�����G¸����$�#¡��A�A�0�$�#�4¤����W¸��W¢��4�$��°®¹�µ����-£*�#�A���4���{°®¹
�0�4�A�A�A¡�¥�¤����A�-�A���W¢$¥� $�#����°®¹��A�W¢��� �����µ �

ξn = µ
µ � ξn = σ2

¬����A¦:¸��

ηn =

n∑
i=1

(ξi − µ)

σ
√
n

d−→
n→∞

η ∼ N(0, 1),
³ «A«!Â

�*¬ �#¬Òµ
P{ηn < x} ≈ Φ(x) = 1√

2π

x∫
−∞

exp(− s2

2
)ds
¬

� � � � ������� � 
�
����
���
ÃÄ¥A�-�A�

ϕ(t)
º ¹�¬ �0¬$�W¢$¥� $�#�����A���A�W¢��� �����°

ξi − µ
¬$���A¦:¸��

fηn(t) =

[
ϕ

(
t

σ
√
n

)]n
=

[
ϕ(0) +

t

σ
√
n
ϕ′(0) +

t2

2σ2n
ϕ′′(0) + o

(
1

n

)]n
=

=

[
1 + 0− t2

2n
+ o

(
1

n

)]n
−→
n→∞

e−
t2

2

ºt¹�¬ �0¬X���A���9�!¢��A���A¦4�]�$�#�4¤����W¸��W¢��4�$����¬XË��!¢��4�n�A�A�4¤��V¢��#£4¥A�4�{�'�[�A�4�A���4�{�A�J���4¤����4��°q�V¨
���A�-�A��¸�¢$��¹��#�$�#¡��A�4�����4�A�� $�4�4¡���¹ �E¥���¡�ª�����¬

� ��� � 
����
��� � � ���
	��
 � � �����
	������ � �����H
��I� »��#�4�4�{�#�A�����=�'¹��4��¥lÐ®�4����¥*¢�¢���µA¦:¸��
m
º¼ ����W¢���¥A�4¤��W¹��A���

n → ∞ ¤���� �;��¡��4�����A���#����°®¹
0 < p < 1

�
0 < q < 1

¬����A¦'¸��
�4¤��$�#�A�B¸�¢����A�

P

{
a 6

m− np√
npq

< b

}
≈ Φ(b)− Φ(a).

� �
����	�� � 
 ����� ��	�� � � � 
 ����� �����
	��
 � � ��� ����� � ������� � �
� 	��H
 ��	�� � � ���
� �
��� � 
�� �I��������� � �
� ����������� � gG>#%:3�K�gV.B>n�V%*(� !>V #/0.r?�Y�+-/01Ac
ÃÄ¥A�-�A�P�W¢$¥� $�#����°q�2�A�W¢��� �����° {ξk}

���-£*�#�A���4���{°Eµ��-¥�Êl�4�-���#¥�²±�b�9�#�9�-���A° «���·
¤��A����¸�¡�� �

ξk = µk
� � ξk = σ2k� ���
	��
 � � � � � � � � �I��� �
� � ÃÄ¥��-�A�n¸�¢$�����4¡��#�A�A���A¦4�

δ > 0
�-¥�Êl�4�-���#¥�²±�

c2+δk =
� |ξk − µk|2+δ

¬�ÆÄ¯A�#£G�$�* ����
C2+δn =

n∑
k=1

c2+δk

µ
B2
n =

n∑
k=1

σ2k
¬�É{�W¢�� C2+δ

n

B2+δ
n
−→
n→∞

0
³ ¥A�W¢��A�A���

©;��¤�¥����A����ÂWµ��A�
P{ηn < x} −→

n→∞
Φ(x)

¬
�  *&;.-L� #"$<�.Ä��c��9�W¢��A�A���q©;��¤�¥����A���E���q���V¢$���-�A�B�n���4�A¯G¹��G¸����{°q�qµ��G¸��$�#¡��z�4¦4�z¤��$�#¡�¨

�A�� ��4�4¡���¢��4¦4 ��z¤����A�A�4�����A���Ç¸��A¡��V£G°q���V�A�0�A�4�A���4��¥Aµ��A�4�A¯A�4�����n¤���� � �
δ = 1

¬
�  *&;.-L� #"$<�.�O�¬EÉ�Êl�b¯A�V¢��4�P�W¢��#¯A°q�×���V¢$���-�A�'�|¥A�W¢��A�A���P©z����¸��4¯A�4��¦W��µE¡��#�A�A��°q�

�{�*Å����l£*�#�{�4�����A�n¥��W¢��#�A���;©;��¤�¥����A����Õ�¸�¢$�]�A�'��¡��A¦4�
τ > 0

1

B2
n

n∑

k=1

∫

|x−µk|>τBn

(x− µk)
2dFk(x) −→

n→∞
0,

���U���A���U�������V¢$���-�A�B�l���4�A¯G¹��*¸����{°q�qµ!�!¬ �#¬#�-¥�Êl�4�-���#¥�²±�;�$�#�4¤����W¸��W¢��4������µ#¡��#�A�A��°q���4��¥
����¥G¸��A�V¢��-�A�A�A���$²_�!µX�����:¹��*¸����{�A�-�A��¡2���A���9�!¢��A���A��¥]£*�#¡��A��¥����{�4�-�]�{�4�-�A��¬½Æ±¸��$�#¡���µ
# ! � B R4),+FP4<TU*<:7:L83,>=687:;.+D;2'R/4LG-./01GP L " ( 7:>.LG;=<GN�� 1GH BH<:90LG;=<GN0687:9�R � �TQ0R
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�4�W¢���¸��A¯��#�A���A�5�A���4¯A�A�A�#�����z¤����4���4¯A���-Å����{�A� ³ �#�4���{¤��A�#�A�� ��4�4¡��A��Âq�9�!¢��A�-�A�]�A�W¢��� ����

ζk =
ξk−
�
ξk

Bn

µ

max
16k6n

P{|ζk| > ε} −→
n→∞

0,

�A�0¥A�W¢��A�A���E©z����¸��4¯A�4��¦-�0�-�#�#���A�A���A�'�����4�A¯G¹��G¸����{°q�q¬

� ��	��
����
����� �
� � � 
 � � � �� ��
 ��� 
�� �I��������� � �
� ��������� ¬
«A¬�­®���W¸����4¡����!¸��$�V���� ��$�V�

lim
n→∞

� |ξn − ξ|2 = 0 ��¢�� ξn
�#¬ ¡�¬
−→
n→∞

ξ
��¢��

l.i.m.
n→∞

ξn = ξ
¬

·�¬*­=�A�4���*���A���A�-�A�A²È«AµG¤��A ��A�;�$�#�A�4�����A�#µ*¤��q�{�*¸$¥G¢�²
P
³
modP

Â � � Õ
P{ω : lim

n→∞
{ξn(ω) =

ξ(ω)} = 1 ��¢�� ξn
¤�¬ ��¬
−→
n→∞

ξ
¬

� ¬$ÃE�0�A�4���!���A���A�-�A� ∀ε > 0
Õ
lim
n→∞

P{|ξ − ξn| > ε} = 0 ��¢�� ξn P−→
n→∞

ξ
¬

� ¬$ÃE�0�$�#�4¤����W¸��W¢��4�$��² ³ ÌV�W¢��#¯��V��Í�Â
Fξn(x)→ Fξ(x)

��¢��
ξn

d−→
n→∞

ξ
¬

ÆU�A���#Àl�4�������{�-Å0¸$¥Ç�A��¸��#�{�]�:¹��G¸����{�A�-�A��¬

ξn

�#¬ ¡�¬
−→
n→∞

ξ

ξn
P−→

n→∞
ξ =⇒ ξn

d−→
n→∞

ξ
¬

ξn

¤�¬ ��¬
−→
n→∞

ξ

@@@@

¡¡¡¡

Ë���¥�¦4��¹]�#�A���#Àl�4������¯A�-£E¸��A¤��V¢������A�W¢��A��°®¹]¥A�W¢��A�A�������;�-¥�Êl�4�-�A�#¥��-�V¬
 ;�#¤��A�{�����qµ# ��A�;���4 ��;�A�4²®¸$¥l��¸��-�z�E�W¢$¥� $�#����°�¹n�A�W¢��� ����$�!¹

ξn(ω)
µV£*�#�A���'��Êl��¹0�#�

§W¢��4�{�4���V�#�����A¦4�����:¹��G¸��
ω ∈ Ω ¬½ÃE���[¡��VÅ0¸��A�8§W¢��4�{�4���V�#�����A� ���:¹��G¸��n�{° ¤��V¢$¥� $�#�4� ����W¢��A�#¥�²|¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-����µ��$�V£G°q���#�4��¥�²i�A°q¯A�#���A ����A��¬
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→ ξ ⇔ ξn

P→ ξ
� �
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A
�A��¸��

A =




1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 1 1 . . . 0¬¬¬ ¬¬¬ ¬¬¬ ¬ ¬ ¬ ¬¬¬
1 1 1 . . . 1



, A−1 =




1 0 0 . . . 0
−1 1 0 . . . 0
0 −1 1 . . . 0¬¬¬ ¬¬¬ ¬¬¬ ¬ ¬ ¬ ¬¬¬
0 0 0 . . . 1



,

�A�n¤��V¢$¥� ����P¸�¢$�]�A�4¡��A�A�$�
ξ
¤�¢��#�A���A�-�A�

pξ(x, t) =
n∏

i=1

1√
2π(t1 − ti−1)

exp

{
−(xi − xi−1)

2

2(t1 − ti−1)

}
.

� 	��� ��	�� � 	�� �I��� ��
�� �
� � �
� � �
����� ³ �G¸����A�{�4���$�V��£*�!¸��! $��ÂW¬
ÃÄ¥A�-�A�

ξ(t)
º`¡��A�A�A¸����$�V�V�n¯A���#¥����A�A�4¡��A�] $�#�-�A��ª�°I�$�0¤������{�A��µ

ξ(0) = 0
¬

ξ(t+ s) = [ξ(t+ s)− ξ(s)] + [ξ(s)− ξ(0)], t, s > 0.

�Ä£Ä�*¸����A���G¸����A�-�A���W¢��W¸$¥A�-�Vµ� ��A�0�W¢��V¦-�#�4�{°q�E�l¤��$�#�A�A�� $�#�-�A�����-£*�#�A���4���{°���¤��A§-�A�A��¥
� ξ(t+ s) = � ξ(t) + � ξ(s) µ��#�A¡�¥*¸�� � ξ(t) = σ2t

µ$¦:¸��
σ2
º`���4¡��#�A�A�$�V�]¡��A���-�#�#���V��¬

»��#�4�4�{�#�A�����[¸����4¡����-�A�$°q�Ç�#�$�!¢��A¦�ºi�W¢$¥� $�#�����A�±¯V¢$¥�Å0¸��#�����_¤��;�G¸����A�{�4�����A�n�4�-�V¨
¡��;�l¸����4¡����-�A�$�A�D�A���4�{�4����Õ

ξn =
n∑
i=1

ξi
µ
P{ξi = ±∆x} = 1

2

µ
t = n∆t

¬
�
ξn =

∑ �
ξi = 0

µ � ξn =
∑
� ξi = n(∆x)2

µ�¤������$�#�A�������V�
σ2n∆t

µ�¤��V¢$¥� ����qµ� ��A�
(∆x)2

∆t
= σ2 = const

¬�ÃE�4���W¹��*¸$��¡J¤����W¸��W¢$¥J¤����
∆x → 0

µ
∆t → 0

µ (∆x)2
∆t

= σ2
µ
¤��

�;ÃE��¤��V¢$¥� $�#�4�
ξn

σ
√
t

d−→
n→∞

ξ(t)

σ
√
t
∼ N(0, 1).

ÆU�A�4²®¸��
ξ(t) ∼ N(0, σ2t)

��¢��
ξ(t)− ξ(s) ∼ N(0, σ2(t− s))

¬
Îo�A¯#Êl�4���W¢$¥� $�#� ³ �4�W¢������-���4���{�{�-�A������Â
ξ(t)− ξ(s) ∼ N(ϑ(t− s), σ2(t− s))

µ$¦:¸��
ϑ
º`¡��A§9� �;��ª����4�����4���A�G��¬

� ��	���������	�� ��������� �
������	�� ��
�� �
��� ��	������ 
 
�� �
� ���
	��
 � � ÃÄ¥A�-�A���W¢½¬$¤����Aª��4�4�;¥G¸��A�V¢��-�A�A�A�����-�n¥��W¢��A�#���$�qÕ
«!Â9¸�¢$��¢�²U¯A°®¹����4¤��4���4�4�G¡��#²±Ê5��¹��B��¤����A�{�-Ån¥��A¡��A�n¤������$�VÊl�4���������-£*�#�A���4���{°��
·AÂX¸�¢$�l¢�²U¯A�A¦4�E¤����A�{�-Ån¥��A¡��;�A�4���*���A���A�-�A�;£*�#�A���4���E¢���Àl�;�#�Ä¸�¢�����°�¤����A�{�-Ån¥��A¡��

³ �G¸����A���G¸����A�-�A��Â �
� Â�¸�¢$� �E¥���¡�ª����0�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����0¤������$�VÊl�4�����

ξ(t0+t)−ξ(t0)
µ
F (x, t)

�-¥�Êl�4�-���#¥�¨
�-�E¤�¢��#�A���A�-�A�

p(x, t)
µV���{�4²±Ê5�V�5���4¤����4��°q�A��°q�q�l�A¦4�$�#���� ��4����°q�q¤��

x
µ −∞ < x <∞ µ¤����A��£G�A�G¸���°q�E¸�� � ¨F¦4�0¤��A����¸�¡�� ∀t > 0

�

· !



� ÂX¸�¢$�0�9�!¢�°®¹
∆t
�9�!¢�°q�q¤������$�VÊl�4�����n¯A�V¢��4�_�A�4���*���A��°Eµ� ��4�[¯A�V¢��#Àl���#µ��Ä���{�4�����

lim
∆t→0

1

∆t

∞∫

−∞

xp(x,∆t)dx = A;
³ «!·AÂ

lim
∆t→0

1

∆t

∞∫

−∞

x2p(x,∆t)dx = B > 0;
³ « � Â

lim
∆t→0

1

∆t

∞∫

−∞

|x|3p(x,∆t)dx = 0;
³ « � Â

���#¦'¸��
ξ(t)

º ³ �A¯A�A¯#Êl�4����°q��Âq�A�����4���A�A�4¡����]¤����Aª��4�4�#¬
� � � � ������� � 
�
����
� ¬�»��#�4�4�{�#�A�����P¸����l�4�{�-Å���°®¹�¤����A�{�-Ån¥��A¡��

(0, t)
�
(t, t+∆t)

µ
���V�#¡�Å5�5�4¦4���-¥��{��¥ ³ �A¯��½�W¸������4�����*ÂW¬XÃE�V¢��#£4¥#���4�!�;�A����¥*¢��A��¸�¢$�=¤�¢��#�A���A�-�A���-¥��{�{°
���-£*�#�#���4���{°®¹��W¢½¬$�A�W¢��� �����µ�¤��V¢$¥� $�#�4�

p(x, t+∆t) =

∞∫

−∞

p(x− s, t)p(s,∆t)ds.
³ « � Â

»��V£-¢��#¦W�V�]�4�A�{���*Å����A�W¢��
p(x− s, t)

�n����¸����4��¢��A�$�0¤��0�-�A�4¤��4�����
s
µ�¤��V¢$¥� ����

p(x− s, t) = p(x, t)− ∂p(x, t)

∂x
s+

1

2

∂2p(x, t)

∂x2
s2 − 1

6

∂3p(x̃, t)

∂x3
s3,

¤��G¸��-�V�#�V¢$���]§-�A��� ³ « � ÂWµ�¤��V¢$¥� $�#�4�

p(x, t+∆t) = p(x, t)− ∂p(x, t)

∂x

∞∫

−∞

sp(s,∆t)ds+

+
1

2

∂2p(x, t)

∂x2

∞∫

−∞

s2p(s,∆t)ds− 1

6

∞∫

−∞

[
∂3p(x̃, t)

∂x3

]
s3p(s,∆t)ds.

»��V£-¸��W¢����o�$�
∆t

��¤��4���4��¸��4�È¡�¤����W¸��W¢$¥�¤����
∆t → 0

µ$¥� ����A°q���V���4�A�A���-�A��� ³ «!·�µ½« � µ
« � ÂWÕ

∂p(x, t)

∂t
= −A∂p(x, t)

∂x
+
B

2

∂2p(x, t)

∂x2
,

∞∫

−∞

p(x, t)dx = 1, p(x, t) > 0.

ÃE�G¸��-�V�#���A�A¡��A�
y = x− At

µ
τ = Bt

µ
p(x, t) = p(y, τ)

¤������A�G¸�����¡

∂p

∂τ
=
1

2

∂2p

∂y2
, −∞ < y <∞

· "



º ¥��$�#�A���4����² �A�4¤�¢��A¤����A�A�*¸����A�-�A���;���-Àl�4�����G�

p(y, τ) =
1√
2πτ

e−
y2

2τ ,

∞∫

−∞

pdy = 1.

Îo¤����-Å�����¹�¤��4���4�{�4����°�¹�§-�A�n�A°q¦:¢$��¸����n�#�#¡�Õ

p(x, t) =
1√
2πBt

e−
(x−At)2

2Bt .

� � � �
��� ¬� ;�#���A�[�$�#�4¤����W¸��W¢��4�$��� τx
º��A���4�{�4���[¤��4���A�A¦4��¸��A�-�A��Å0�4�����[¯A���#¥����A�V¨

�4¡��A�] $�#�-�A��ª��4�]�A�A �¡��
x (x > 0)

¬

P{ξ(t) > x|τx < t} = 1

2
=
P{ξ(t) > x}
P{τx < t} .

ÆU�A�4²®¸��
P{τx < t} = 2P{ ξ(t)√

t
> x√

t
} =

√
2
π

∞∫
x√
t

e−
α2

2 dα
�
pτx =

1√
2π

x
t3/2

e−
x2

2t
¬

� �$�!¢��A¦4�� ����[¸�¢$�
ξt = max

06s6t
ξ(s)

º �9�#¡��4���9�!¢��A���A�D¡��A�A��¸����$�V�A°t¯A���#¥����A�A�4¡��A�

 $�#�-�A��ª�°I���{�4�4�qÕ
P{max

06s6t
ξ(s) > x} = P{τx < t} � pξt(x) = 1√

2πt
e−

x2

2t
µ
x > 0

¬
�E���A�4���4�4����µ� ��A� ∀x Õ P{τx <∞} = 1

� ∀t Õ P{max
06s6t

ξ(s) > 0} = 1 ¬
� ���
	����	�
���
	��
��� ���
	 � � � � � �Q�
	�	�� ��������� ������� �����
	���� � � ©z�4¡�ª����[« $ ¬
Ël�!¢��4�{¯#¥*¸$¥��U�A�-�A���4 $�V�A�A�'��¡��#�9¤�¢��-¡��4��°q���W¢$¥� $�#����°q��¤����Aª��4�4�4°

ξ(t) = η(t)+iζ(t)
µ

¦:¸��
η(t)

�
ζ(t)

¨{¸��4���-�A�A�����W¢��A��°_���W¢$¥� $�#����°q�z¤����Aª��4�4�4°E¬
´E�A�����W¢$��ª����A�����A� �E¥���¡�ª����4���W¢$¥� $�#�����A¦4��¤����Aª��4�4�G�

ξ(t)
�$�V£G°q���#�-�A�'�

K(t, s) =
�
(ξ(t)− � ξ(t))(ξ(s)− � ξ(s)).

xq3�<�&;.F3$M9¬ ³ «!Â�´E�A�����W¢$��ª����A���$�V� �E¥���¡�ª����z�A�����4���A�#�4¡��A¦4�_�W¢$¥� $�#�����A¦4�±¤����Aª��4�4�G��µ
ξ(t)−

ξ(t) ∼ N(0, t− s)
µ
s < t

¬$ÃE���
0 < s < t

�
ξ(t)ξ(s) =

�
[(ξ(t)− ξ(s)) + (ξ(s)− ξ(0))](ξ(s)− ξ(0)) =

�
(ξ(s)− ξ(0))2 = s.

ÃE���
0 < t < s

�#�$�!¢��A¦4�� �����¤��V¢$¥� $�#�4� �
ξ(t)ξ(s) = t

¬�­9¢��W¸��A���V�A�W¢��A����µ �
ξ(t)ξ(s) =

min(t, s)
¬

³ ·AÂW¬$´E�A�����W¢$��ª����A���$�V� �E¥���¡�ª����]¤�¥��#�4�4�A���A�A�4¡��A¦4�n¤����Aª��4�4�G��µ

P (ξ(t) = k) =
(λt)k

k!
e−λt,

�
ξ(t) = λt.

Ë;¢$�
0 < s < t

Õ

K(t, s) =
�
(ξ(t)− λt)(ξ(s)− λs) =

�
[(ξ(t)− ξ(s)− λ(t− s))+

+(ξ(s)− λs)](ξ(s)− λs) =
�
(ξ(s)− λs)2 = λs.

ÃE�A§-�A�#�{¥��]�0§-�A�A���W¢$¥� $�#�
K(t, s) = λmin(t, s)

¬
Îo�A¯A�A��¹�¤������{�4�$�!¹]���4¤��V¢��#£G�A���#�$�5���-£*�#�A���4���{�A�-�A��¤������$�VÊl�4�����X¬

·#¶



� ��	�� � � ���
����� ¬�­{¢$¥� $�#����°q�n¤����Aª��4�4� ξ(t) �$�V£G°q���#�-�A�'�0���4¤����4��°q�A��°_�[�Ä�4���W¸����4�¡����!¸��$�V�A�� ����#�D�5�A�A �¡��
t
µ$�4�W¢��

� |ξ(t+ h)− ξ(t)|2 → 0
¤����

h→ 0,

��¢���µ$���$�* ��;¦4�A�A�A����µ$�4�W¢��
ξ(t) = � ¬ � ¬ �]¬

h→0
ξ(t+ h).

»
�4 ��J��¸��-�����W¢$¥� $�#����°®¹o¤����Aª��4�4�G�!¹D��¡��A���4 ���°q�{�o�{�A�{�4���#�#�{�D�#�A�A���A¦4�J¤��A����¸�¡�� �
| � ξ| 6 � |ξ| 6 [

� |ξ|2]1/2 <∞ µ��n§-�A�A���W¢$¥� $�#�z� � |ξ| <∞ ¬ ;�#¤��A�{�����qµ� ��A��¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-��� {ξk}
�:¹��*¸����A�'�����4���W¸����4�I¡����!¸��$�V�A�� ����A�

¡
ξ
µ��4�W¢�� � |ξk − ξ|2 → 0, k →∞; ξ = � ¬ � ¬ ��¬

k→∞
ξk
¬

­®�A�A���-�A���0�#¬ ¡�¬$�'¹��G¸����{�A�-�A��¬
´E�����A�4�����b«A¬ ³ �E¥���¸��#�{�4���V�!¢��A���A�-�A��ÂUË;¢$�2�:¹��G¸����{�A�-�A�[���#¬ ¡�¬�¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���V¨

�-�A� {ξk}
���4�A¯G¹��G¸����{���Ç¸��A�-�V�V�A�A �����µ� ��A�A¯#° � |ξk − ξn|2 → 0

¤����
k, n→∞ ¬Q� �´E�����A�4�����|·�¬±ÃE�#�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-��� {ξk}

�:¹��G¸����A�'� �b�4���W¸����4�Ó¡����!¸��$�V�A�� ����A�qµ
�4�W¢����=�A�V¢��A¡����4�W¢��� ����W¢��A���V�[¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-��� �

ξkξn →
�
ξξ
¤����

k, n → ∞���-£*�#�#���4���{��¬
Ë��A¡��V£*�V�A�W¢��A�-�A�A��¬ �

(ξk − ξn)(ξk − ξn)
� � ξkξk +

�
ξnξn −

�
ξkξn −

�
ξnξk → 0

µ
�4�W¢��

Mξkξn
�:¹��G¸����A�'��¬

 ;�#�A¯A�A���#�!µ �
ξkξn −

�
ξξ � � (ξk − ξ)(ξn − ξ) +

�
ξ(ξn − ξ) +

�
(ξk − ξ)ξ → 0

µ
�4�W¢��

ξk

�#¬ ¡�¬
→ ξ.Ë���¥�¦4���z�4�A�A���-�A����Õ$�4�W¢��

ξ = � ¬ � ¬ �]¬
k→∞

ξk
µ��A�

³ «!Â �
ξ = lim

k→∞

�
ξk
¬AË��4���-�A�A���A�W¢��A����µ | � ξ− � ξk| 6

� |ξ− ξk| 6 (
� |ξ− ξk|2)1/2 →

0, k →∞ ¬³ ·AÂ � |ξ|2 = lim
k→∞

� |ξk|2
¬
Ë��A¡��V£G°q���#�-�A�'�b�$���A�4���A�A�Ç¡������A�4�����D·���¢��P���4¤��A�4���W¸�¨

�-�A�A�4������Õ � |ξ − ξk|2 =
� |ξ|2 − � ξξk −

�
ξkξ +

� |ξk|2 >
� |ξ|2 − 2( � |ξ|2 � |ξk|2)1/2 +� |ξk|2 = (

√ � |ξ|2 −
√ � |ξk|2)2

¬
³ � Â�É{�W¢���µq¡����A�{���A�A¦4��µ

η = � ¬ � ¬ �]¬
k→∞

ηk
µ��A� �

ξη = lim
k→∞

�
ξkηk

¬9Ë��4���-�A�A�����W¢��A����µ

| � (ξnηn−ξη)| 6
� |ξnηn−ξη| 6

� |ξnηn−ξnη+ξnη−ξη| 6
� |ξnηn−ξnη|+

� |ξnη−
ξη| 6

√ � |ξn|2
� |ηn − η|2 +

√ � |ξn − ξ|2 � |η|2 −→
n→∞

0

Î®�4�����4�{�'��¡]�W¢½¬$¤����Aª��4�4�G�#�q¬�Î®�4²®¸$¥Ç¸��!¢��4�;¯#¥G¸��4�D�4 ����V�V�A� �
ξ(t) = 0

¬
� ���
	��
 � ¬
«A¬�­9¢$¥� $�#����°q�2¤����Aª��4�4�

ξ(t)
�#¬ ¡�¬����4¤����4��°q�A�4�2�0�A�A �¡��

t0
�A�A¦:¸������A�V¢��A¡��n�A�A¦:¸���µ

¡��A¦:¸��
K(t, s)

���4¤����4��°q�A�$�n�5�A�A �¡��
(t0, t0)

¬
·�¬�É{�W¢��

K(t, s)
���4¤����4��°q�A�$���$�Ä¸��$�#¦4�A�$�!¢��

t = s
µA�A�

K(t, s)
���4¤����4��°q�A�$���A�4²®¸$¥A¬

� %*(� !>V #/0.F?�Y�+-/01#%*¬�«A¬4Ë��A�-�#�V�A�A ����A�W����¬#ÃÄ¥A�-�A�
K(t, s)

���4¤����4��°q�A�$�±�_�A�A �¡��
(t0, t0)

¬
���#¦'¸��

� |ξ(t0+h)−ξ(t0)|2 = K(t0+h, t0+h)−K(t0+h, t0)−K(t0, t0+h)+K(t0, t0)→ 0

¤����
h→ 0

¬
# ����� 6%3,1 -F(	� 681,B�;.+:3,1GUG1090+.;=<N3,+D901,BH<:/0+.;=6.P +.L�10/07:LGFG901090+.;=<:/010LFN4/0L -F( 3,+2-F(E@0+:3,/0+.7T(�
%R

��$



 E�4�A¯G¹��*¸����{�A�-�A��¬�ÃÄ¥��-�A�
ξ(t)

�#¬ ¡�¬$���4¤����4��°q�A�$�n¤����
t = t0

µ��A�A¦'¸��

K(t0 + h, t0 + k)−K(t0, t0) =
�
[(ξ(t0 + h)− ξ(t0))(ξ(t0 + k)− ξ(t0))+

+(ξ(t0 + h)− ξ(t0))ξ(t0) + ξ(t0)(ξ(t0 + k)− ξ(t0))].
Ël�!¢��4��¸�¢$�5¡��VÅ0¸��A¦4�Ä��£q�W¢��#¦W�#�4�{°®¹5¤��$�#�A�A�5 $�#�-�A�0�A�A�4¤��!¢��#£4¥��4�{�'�0�4�A�A���-�A�A�A� ³ � ÂW¬

 ;�#¤������{�4��µ�¸�¢$�]¤��4���A�#¦4��Õ

| � (ξ(t0 + h)− ξ(t0))(ξ(t0 + k)− ξ(t0))| 6

6
√ � |ξ(t0 + h)− ξ(t0))|2

� |ξ(t0 + k)− ξ(t0))|2 −→
h→0,k→0

0.

·�¬$É{�W¢��
K(t, s)

���4¤����4��°q�A�$�0�$��¸��$�#¦4�A�$�!¢���µ$�$�#¤������{�4��µ$�l�A�A �¡��!¹
(t, t), (s, s)

µ��A�

ξ(t+h)
�#¬ ¡�¬
→ ξ(t)

�
ξ(s+h)

�#¬ ¡�¬
→ ξ(s)

¤����
h→ 0

¬#­9¢��W¸��A���V�A�W¢��A����µ �
ξ(t+h)ξ(s+ k)→�

ξ(t)ξ(s)
µ��!¬ �#¬

K(t+ h, s+ k)→ K(t, s)
¬

� ?�.-�V+-/01V<�.-¬�ÃÄ¥��#�4�4�A���A�A�4¡������Ç�A�����4���A�A�4¡����Ç�W¢$¥� $�#����°q�E¤����Aª��4�4�4°����4¤����4��°q�A��°
�E�4���W¸����4�J¡����!¸��$�V�A�� ����A�q¬�Æ±¸��$�#¡���µ����4�!¢���£*�#ª�����¤�¥��#�4�4�A���A�A�4¡��A¦4��¤����Aª��-�4�G�z�$�V£G��°q�V¨
��°q� ³ �-�#¥�¤��4�� $�V��°q�!Â��E¥���¡�ª�����¬

� ��	�� � � ���
����� ¬_­9¢$¥� $�#���$�V� �E¥���¡�ª����
ξ(t)

�$�V£G°q���#�-�A�'�È�#¬ ¡�¬{¸���� �;�4���4��ª�����¥��W¨
�{�A�����A�A �¡��

t
µ
�4�W¢����-¥�Êl�4�-���#¥A�-�[�#¬ ¡�¬
¤����W¸��W¢ ξ(t+h)−ξ(t)

h

¤����
h → 0

¬ � �A�#�2¤����W¸��W¢
�$�V£G°q�A�#�-�A�B���#¬ ¡�¬$¤����A��£G�A�G¸����A�

ξ(t)
Õ

ξ′(t) = � ¬ � ¬ �]¬
h→0

ξ(t+ h)− ξ(t)

h
,
��¢�� � |ξ(t+ h)− ξ(t)

h
− ξ′(t)|2 → 0, h→ 0.

­®�A¦:¢��#�4����¡������A�4���$²t·�µ
ξ(t)

�#¬ ¡�¬X¸���� �;�4���4��ª�����¥��4�9�2�]�A�A �¡��
t
µ
�4�B¢������A�V¢��A¡��

�4�W¢��

Q =
1

hk

�
(ξ(t+ h)− ξ(t))(ξ(t+ k)− ξ(t))

�:¹��*¸����A�'��¤����
h, k → 0 :

Q =
K(t+ h, t+ k)−K(t, t+ k)−K(t+ h, t) +K(t, t)

hk
−→

h→0,k→0

∂2K(t, s)

∂t∂s
|t=s.

� �A�2�$�V£G���A�-�A���A���#�A���#Àl�4������¸�¢$���#�A�A���A�J¤����A��£G�A�*¸����A���:¹��G¸����A�B�P¡J¤��$�#�A�A�� $�V�-�A��µ
�4�W¢���µ$�$�#¤������{�4��µ ∂2K(t,s)

∂t∂s

���4¤����4��°q�A�$��¬
Î�§-�A�A�=�W¢$¥� $�#� ∂2K(t,s)

∂t∂s
=
�
ξ′(t)ξ′(s)

¨X¡��A�����W¢$��ª����A���$�V� �E¥���¡�ª����5�#¬ ¡�¬V¤����A��£G�A�*¸�¨
���A�

ξ(t)
¬ � �A� ¥��A�A�4��Å0¸��-����� º �B¢��W¸��-���A��� �4�A�A���-�A��� ·�Õ �4�W¢��

ξ(t+h)−ξ(t)
h

�#¬ ¡�¬
→
h→0

ξ′(t), ξ(s+k)−ξ(s)
k

�#¬ ¡�¬
→
k→0

ξ′(s)
µ��A�

� ξ(t+ h)− ξ(t)

h

ξ(s+ k)− ξ(s)

k
−→

h→0,k→0

�
ξ′(t)ξ′(s) =

∂2K(t, s)

∂t∂s
,

�4�W¢��]§-�V�n¤����A��£G�A�G¸��$�V�]���4¤����4��°q�A�$��¬

� ��	�� � � ���
����� ¬q­9¢$¥� $�#���$�V� �Ä¥���¡�ª����
ξ(t)

�#¬ ¡�¬������A�4¦4������¥��4�9�J¤��J»{���9�#��¥��$�
[a, b]

µ �4�W¢�� ¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-�A� �����9�#���A�A�4¡���¹ �����A�4¦4�$�!¢��A��°®¹ �-¥��{�
∑
[a,b]

ξ(tk)δtk
�#¬ ¡�¬$�'¹��G¸����A�B��¤����

max
k

δtk → 0
¬

� «



� ���
	��
 � ¬�­9¢$¥� $�#���$�V�	�E¥���¡�ª����
ξ(t)

�#¬ ¡�¬9�����A�4¦4������¥��4�9���$�
[a, b]

¤���»{���9�#��¥Aµ
�4�W¢��

K(t, s)
�����A�4¦4������¥A�G�9�n¤��n»{���9�#��¥��$�

[a, b]× [a, b] ¬�Ë��4���-�A�A���A�-¢��A����µ�¤�¥A�-�A�

S =
∑

[a,b]

ξ(tk)δtk, S ′ =
∑

[a,b]

ξ(t′k)δt
′
k

���#¦'¸��
MSS ′ =

∑

[a,b]×[a,b]
K(ti, t

′
k)δtiδt

′
k

� �z�#¡����-¥�Êl�4�-���A�#���#�����=¤����W¸��W¢��Ç�4¤��$�#���Ç§-¡��A�����!¢��4���A�4�[�#¬ ¡�¬������A�4¦4������¥��4�{�A�-���
ξ(t)³ �#¬ ¡�¬$�:¹��*¸����{�A�W�A� � ÂW¬
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�� � � ��� ��� ���	��������
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�
� �H
 ��	�� � � ���
����� �
	����
��� ��� � 
 ��� � ��	��
�
�����������
	� � � 
 ���
��� �
�
�����
	�� � ©z�4¡�ª����[«A«A¬
»��#�4�4�{�#�A�����

n̈
F�{�4�����A�J�4�A¡�¢���¸��A�A�È¤����#�-�A�$�#���-���A��µ

x = (x1, . . . , xn)
µ
(x, y) =

n∑
k=1

xkyk
¬VÃÄ¥A�-�A�

ξ = (ξ1, . . . , ξn)
º �W¢$¥� $�#����°q�l�A�4¡��A�A�l�U§-�A�A��¤����A�-�A�$�#���-���A�#µ#¤����� ��4�

ξ ∼ N(0, σ2I)
¬

 ;�#¤��A�{�����qµ� ��A���0�A¯#Êl�4���W¢$¥� $�#�#µ�¡��A¦:¸��
ξ ∼ N(0,Σ)

µ

pξ(x) =
(detΣ−1)1/2

(2π)n/2
exp

{
−1
2
(x,Σ−1x)

}
.

É{�W¢��
Σ = σ2I

µ��A�n¡��A�A�A¸����$�V�A°
ξi
���W£*�#�A���4���{° �

pξi(xi) =
1√
2πσ2

exp

{
− 1

2σ2
x2i

}
.

ÃÄ¥A�-�A�
Π
º¼�A���A�A¦-�A�$�!¢��A��°q��¤����A�4¡��A�A���$�

L ⊂ Rn = L⊕ L⊥.� �A�0£G�$�! ����*µ� ��A�n�4�W¢��
x = x1 + x2

µ
x1 ∈ L1

µ
x2 ∈ L2

µ��A�
Πx = x1

¬
ÆÄ¤��4�$�V�A�A�

Π
¢������4����°q��µ��G�#�{�A�4�#¤�����Å5�4����°q�J����¸��4�{¤��#�A�4������°q� ³

Π2 = Π
ÂW¬�ÆÄ¯V¨

�$�V�A����µ$§-�A���4�A�A���-�A���0¤��V¢����A�-�A�A²|�A¤����W¸��W¢$��²±�Ç�A���A�A¦4�A�$�!¢��A��°q��¤����A�4¡��A�A��¬
ÆÄ¯A�#£G�$�* ����b ��4���-£

U
�A¤��4�$�V�A�A�]�A���A�A¦4�A�$�!¢��A���A¦4�n¤����4�#¯A�$�V£G�A���#����� ³ �A¤��4�$�V�A�A�]¤��W¨

���W¹��G¸��;�#�z�G¸����A¦4�z�A���A�A���A���{�����A���#�����A¦4�z¯��V£G���G�E¡5¸���¥�¦4�A��¥�ÂWµ
ẽi = Uei

¬�ÆÄ�0�A¯V¢��!¸��#�-�
�4�A�A���W�A���#�{��Õ

U∗ = U−1
� ||Ux|| = ||x|| ³ ||U ∗x|| = ||x|| ÂWµ det Û = ±1 ¬ ³ Ø�¸��4�4� Û º

�9�V�A����ª$�0�A¤��4�$�V�A�A�$�
U
ÂW¬

� ���
	��
 � ¬X»��#�4¤����W¸��W¢��G�����n�A�4¡��A�A�$�
η = Uξ

�4�A�A¤$�!¸��#�-�]�5�$�#�4¤����W¸��W¢��4���$�4�I�A�4¡�¨
�A�A�$�

ξ
³ �!¬ �#¬

ηi ∼ N(0, σ2)
�]���-£*�V�A���4���{°±ÂW¬

� � � � ������� � 
�
����
� ¬

pη(y) = pξ(U
−1y)| det Û−1| = 1

(2πσ2)n/2
exp

{
− 1

2σ2
||U−1y||2

}
=

=
1

(2πσ2)n/2
exp

{
−||y||

2

2σ2

}
.

� ·



� ��	�� � � ���
����� � � »��#�4¤����B¸��W¢��G�����G� χ2m
��¢��=ÃE�����4�A�$� ³ �q¬ � ¬ ����� � ��� ÂU� m �-�A�4¤��W¨

�����{���4�A�A¯A�G¸�°��$�V£G°q���#�-�A�'�5�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����q�W¢½¬V�A�W¢��� �����°Eµ#�$�#�A���A���-¥��{�{��¡����!¸��$�V�A�A�
m∑
k=1

ξ2k
���-£*�#�A���4���{°®¹��W¢½¬$�A�W¢��� ����

ξk ∼ N(0, 1)
¬

­®�A�A���-�A��� � � ¬�ÃU¢��#�A���A�-�A��Õ

pχ2
m
(x) =

1

2m/2Γ(m
2
)
x
m
2
−1e−

x
2 .

Á]�A�{�4���A°EÕ �
χ2m = m

µ � χ2m = 2m
¬

� ��� � 
����
��� � � ||Πmξ||2 = σ2χ2m
¬

� � � � ������� � 
�
����
��� ÃÄ¥��-�A�
Πmx ∈ Lm ⊂ Rn

¬9»��#�4�4�{�#�A����� ���A�A°q�b¯��V£G��� {ẽi}
µ

i = 1, . . . , n
µ�¥G¸��A�V¢��-�A�A�A����²±Êl�$�b¥��W¢��A�A�����

ẽi ∈ Lm
µ
i = 1, . . . ,m

µ
ẽi ∈ L⊥m

µ
i =

m + 1, . . . , n
�=¤�¥A�-�A�

U
º×�A���A�A¦4�A�$�!¢��A��°q�[�A¤��4�$�V�A�A�=¤��4���W¹��*¸����#���-�#�#���A¦4��¯��V£G���G�

{ei}
¡����A�A�A��¥ {ẽi}

µ
ẽi = Uei

µ
i = 1, . . . , n

¬����A¦'¸�� ||Πmξ||2 =
m∑
i=1

(ξ, ẽi)
2 = σ2χ2m

µ��!¬ ¡�¬
¤��5�A�4�A���4�{�

(ξ, ẽi) ∼ N(0, σ2)
¬

� ��	�� � � ���
����� � � ÃÄ¥A�-�A� χ2k
�
χ2m

�2���-£*�#�A���4���{°E¬����A¦'¸����W¢½¬��A�W¢��� ����$�
Fk,m =

1
k
χ2
k

1
m
χ2
m

¡��A���A���V¢�����¥A�4�A�B���$�#�4¤����W¸��W¢��4�$���4��¾l��Àl�4�$� ³�� ¬ ��¬ 	 � � ��
 ���BÂW¬­®�A�A���-�A����¬�ÃU¢��#�A���A�-�A��Õ

pFk,m(x) =
k
k
2m

m
2 x

k
2
−1(kx+m)−

k+m
2

Γ(k
2
)Γ(m

2
)

Γ(
k +m

2
), x > 0.

Á]�A�{�4���A°EÕ �
Fm,k =

m
m−2

µ � Fm,k = 2m2

(m−2)2(m−4)(1 +
m−2
k
)
¬

� ��� � 
����
��� � � ÃÄ¥A�-�A�
Rn = Lk⊕Lm⊕Ls

µ
k+m+s = n

µ
Πk

º �A���A�A¦-�A�$�!¢��A��°q�
¤����A�4¡��A�A�]�$�

Lk
µ
Πm

º`�A���A�A¦4�A�$�!¢��A��°q��¤����A�4¡��A�A�]�$�
Lm
¬����A¦'¸��

Fk,m =
1
k
||Πkξ||2

1
m
||Πmξ||2

¬
� � � � ������� � 
�
����
��� ÃÄ¥A�-�A�����A�A°q�[¯��V£G��� {ẽi}

µ
i = 1, . . . , n

�V�#¡��A��µX ��A�
ẽi ∈ Lk

µ
�4�W¢��

i = 1, . . . , k
µ
ẽi ∈ Lm

µG�4�W¢��
i = k+1, . . . , k+m

µ
ẽi ∈ Ls

µG�4�W¢��
i = k+m+1, . . . , n

¬
���#¦'¸�� ||Πkξ||2 = σ2χ2k

µ ||Πmξ||2 = σ2χ2m
�]���-£*�#�A���4���{°E¬

� ��	�� � � ���
����� � � ÃÄ¥��-�A� ξ ∼ N(0, 1)
�
χ2m

���-£*�#�A���4���{°E¬
���A¦'¸����W¢½¬
�A�W¢��� ����$�
tm =

ξ√
χ2
m
m

¡��A���A���V¢�����¥A�-���B���$�#�4¤����W¸��W¢��4�$���4�o­��A�A²®¸��4���#� ³ ÎU¬¿­±¬ Ö��A�4�4�-�#��Â®�
m
�-�A�4¤��W¨

�����{���4�A�A¯A�G¸�°E¬
­®�A�A���-�A����¬�ÃU¢��#�A���A�-�A��Õ

ptm(x) =
Γ(m+1

2
)

Γ(m
2
)

1√
πm

(
1 +

x2

m

)−m+1
2

, x > 0.

Á]�A�{�4���A°EÕ �
tm = 0

µ � tm = m
m−2

¬
� ��� � 
����
��� � � ÆÄ¯A�#£G�$�! ���� e = ( 1√

n
, . . . , 1√

n
)
µ
L1
ºÓ�*¸����A�{�4�����A�l¤��G¸�¤����A�-�A�$�#��¨

�-�A�A��µ��A¤����W¸��W¢��4�����A�2�A�4¡��A�A���A�
e
µ
Π1

º �A���A�A¦4�A�$�!¢��A��°q�o¤����A�4¡��A�A�È�$�
L1
µ
Π1ξ =

(e, ξ)e = ( 1√
n

n∑
i=1

ξi)e = (
1√
n

n∑
i=1

ξi, . . . ,
1√
n

n∑
i=1

ξi)
¬

ÃÄ¥A�-�A�
ξ ∼ N(0, σ2I)

µ��A�A¦:¸��

(ξ, e)

[ 1
n−1‖(I − Π1)ξ‖2]1/2

= tn−1
³ « � Â
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º`�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����5­��A�A²®¸��4���#�n�
n− 1 �-�A�4¤��4�$�A²i�4�A�A¯A�G¸�°E¬� � � � ������� � 
�
����
��� ÃÄ�4���4��¸��4���V�;¯��V£G���4� {ei}

¡l¯��V£G���-¥ {e, ẽ1, . . . , ẽn−1}
µV�V�#¡5 ��A�

L = L(e)
µ
L⊥ = L(ẽ1, . . . , ẽn−1)

¬����A¦:¸���¡��A�A�A¸����$�V�A°i�Ç§-�A�#�È���A�A�A�o¯��V£G���4�l���-£*�#�A��¨
�4���{°����$�#�4¤����W¸��W¢��4��°I¡��#¡

N(0, σ2)
µ�� ‖(I −Π1)ξ‖2 = σ2χ2n−1

��¤��5�A¤����W¸��W¢��4����² �
¤��V¢$¥� $�#�4� ³ « � ÂW¬
ÃE�4���4¤���Àl�4� ³ « � Â®�-Êl�z�$�V£

(ξ, e)

[ 1
n−1‖(I − Π1)ξ‖2]1/2

=

1√
n−1

n∑
i=1

ξi

[ 1
n−1

n∑
k=1

(ξk − 1
n

n∑
i=1

ξi)2]1/2
=

=

1
n

n∑
i=1

ξi

[ 1
n(n−1)

n∑
k=1

(ξk − 1
n

n∑
i=1

ξi)2]1/2
.

É{�W¢��
ξ ∼ N(µ, σ2I)

µ�¦:¸��
µ = (µ, . . . , µ)

µ$�A��¤��A�W¢��W¸���²U² �;�A����¥G¢$¥]�{�*Å����0£*�#�{�W¨
�����A�n�$�

tn−1 =

1
n

n∑
i=1

(ξi − µ)

[ 1
n(n−1)

n∑
k=1

(ξk − 1
n

n∑
i=1

ξi)2]1/2
=

µ̂− µ√
1
n
σ̂2
,

³ « ! Â

¦:¸��
µ̂ = 1

n

n∑
i=1

ξi
µ

σ̂2 = 1
n−1

n∑
k=1

(ξk − 1
n

n∑
i=1

ξi)
2 = 1

n−1‖(I − Π1)ξ‖2
¬

� ������	��
� � 
 ����� �����
����� ���
	� � � 
 ���
��� 	��H
 ��	�� � � ���
�����S�
ÃÄ¥A�-�A� {ξi}

µ
i = 1.2. . . .

º�¤��A�W¢��W¸��A���V�A�W¢��A���A�-�A�����-£*�#�A���4���{°®¹[���A���9�!¢��A�����$�#�W¨
¤����W¸��W¢��4����°®¹

N(µ, σ2)
�W¢½¬#�A�W¢��� ���� ³ ���-£*�#�A���4���{°®¹5��£G�{�4���4������ÂW¬A�_���4¯#¥A�-�A�'�0�Aª��4�����A�

£G�$�* ��4�����]���4��£G�A�4�-����°®¹�¤$�#�$�#�{�-�A���A�
µ
�
σ2
¬$»��#�4�4�{�#�A�����D ��-�A°q�����W¢$¥� $�V��¬

«A¬�ÆÄª��4�������#�����
µ
¤����]��£G�A�4�-�A���A�

σ2
¬

ÆÄ ��4�A��¸�����µ
n∑
i=1
(ξi−µ)
√
nσ2

∼ N(0, 1)
¬

���A¦:¸��

P




∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(ξi − µ)

√
nσ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
< ε


 = α(ε) = 1− 2Φ(−ε),

��¢���µ$¤����4�A¯A�$�V£4¥#�]���4�$�#�A�4���-�A�A��µ�¤��V¢$¥� $�#�4�

P

(
µ̂− ε

√
σ2

n
< µ < µ̂+ ε

√
σ2

n

)
= α(ε) = 1− 2Φ(−ε),

¦:¸��
µ̂ = 1

n

n∑
i=1

ξi
ºÏ�4�4���W¸����$�������A�4�����!¢���µ½Àl���������A�

2ε
√

σ2

n

µ½¡��#�A�A���A��¥[�n�A�4���!���A���V¨
�-�A�A²
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µ
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 ��A�� ��4���A�A ����4�n�{° ¹��#�A���8�Aª��4�����A�]¤$�#�$�#�{�-�A��µX�A�4�8�{�4���#Àl�0�A�4���!���V¨
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α(ε)
¬
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σ2
¤����n��£G�A�4�-�A���A�

µ
¬#�Ä£q�A¤����W¸��W¢��4������«q�W¢��W¸$¥��-�!µ� ��A�

n∑
i=1
(ξi−µ)2

σ2 ∼
χ2n
µ�¤��A§-�A�A��¥

P


ε1 <

n∑
i=1

(ξi − µ)2

σ2
< ε2


 = α(ε1, ε2),

��¢��

P




n∑
i=1

(ξi − µ)2

ε2
< σ2 <

n∑
i=1

(ξi − µ)2

ε1


 = α(ε1, ε2),

¤����� ��4���A¯A°q ����
ε1
�
ε2
�A°q¯A���$�V²±�U�V�#¡�µ! ��A�A¯A°

P (χ2n < ε1) = P (χ2n > ε2)
¬)�E���A�4�����!¢½µ

¡��#�A�A���A��¥Ä¥*¸��A�V¢��-�A�A�A�����-�
σ2
�9�A�4���*���A���A�-�A�A²

α
µG�$�V£G°q���#�-�A�'�������A�4�����!¢��A���A���Aª��4��¡��A�

σ2
¬
� ¬�ÆÄª��4�������#�����

µ
¤����]���4��£G�A�4�-�A���A�

σ2
¬
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P (|tn−1| < ε) = P



∣∣∣∣∣∣
µ̂− µ√

1
n
σ̂2

∣∣∣∣∣∣
< ε


 = α(ε)
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P

(
µ̂− ε

√
σ̂2

n
< µ < µ̂+ ε

√
σ̂2

n

)
= αn−1(ε),
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σ2
�-�A�A���

σ̂2
�
αn−1(ε)
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n− 1 �-�A�4¤��4�����{���4�A�A¯A�G¸�°E¬� ¬�ÆÄª��4�������#�����
σ2
¤����]���4��£G�A�4�-�A���A�

µ
¬

Ø�¸��4�4�n¤��n�#�$�!¢��A¦4���]�;¤�¥���¡��A�A�È·l¤��V¢$¥� $�#�4�

P




n∑
i=1

(ξi − µ̂)2

ε2
< σ2 <

n∑
i=1

(ξi − µ̂)2

ε1


 = αn−1(ε1, ε2),

¦:¸��
αn−1(ε1, ε2)

�A°q ����W¢$���-�A�B��¤��l�$�#�4¤����W¸��B¢��G����²
χ2n−1

�
n− 1 �-�A�4¤��4���$�{���4�A�A¯A�*¸�°Ä¬

� � ���
������� �����
������� ©z�4¡�ª����[«!·�¬
ÃÄ¥A�-�A� {ξi}

µ
i = 1, 2, . . . , n
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P (x, ϑ)

µ
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ϑ
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τ(ϑ)
³ £-¸��4�4�
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X
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n
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t(ξ) = τ(ϑ)
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�4¡���¹��#Àl��¯A�A¡�ÂW¬
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tn(ξ)
P−→

n→∞
τ(ϑ)

¬
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µ̂ = 1
n

n∑
i=1

ξi
�A ��4�A��¸��$��¬U­®�A�-�A�*���A�W¢��A���A�-�A�

µ̂
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Ø�¬ ÐU¬ 	5¬
É{�W¢��

ξi ∼ N(µ, σ2)
µ��A�

σ̂2 = 1
n−1

n∑
k=1

(ξk − µ̂)2
º ���4�4�{�-Êl�4�$�$�V�b���4�A�-�A�*���A�W¢��V¨

�$�V���Aª��4��¡���¬qË��4���-�A�A���A�-¢��A����µ±¤����I§-�A�A�
σ̂2 = 1

n−1σ
2χ2n−1

µ �
σ̂2 = σ2

µ±� � σ̂2 =
σ4

(n−1)2 � χ
2
n−1 =

σ4

(n−1)22(n − 1)
�P¤��[���-�$�#�A�4���-�A�#¥ 	E�4¯A°�À � ���

P{|σ̂2 − σ2| > ε} <
2σ4

ε2(n−1) −→n→∞ 0
¬�É{�W¢��

ξ
���z���V¢$���-�A�'�����A���9�!¢��A���A��µ$�A�Ç���4�4�{�-Êl�4���$�A�-�A���Aª��4��¡����4�*¹��$�!¨

�����-�A�'��Õ

� ∑
(ξi − µ̂)2 =

� ∑
[(ξi − µ)2 − 2(ξi − µ)(µ̂− µ) + (µ̂− µ)2] =

=
�
[
∑

(ξi − µ)2 − 2(µ̂− µ)
∑

(ξi − µ) +
∑

(µ̂− µ)2] =

=
�
[
∑

(ξi − µ)2 − 2 1
n

∑
(ξi − µ)

∑
(ξi − µ) +

n

n2

∑
(ξi − µ)

∑
(ξi − µ)] =

= nσ2 − 2σ2 + σ2 = (n− 1)σ2,
�5�4�A�-�A�*���A�W¢��A���A�-���0º`���-�!¬
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�
(k
∑

(ξi − µ̂)2 − σ2)2 ∼ min
k

���{�4�-�����-Àl�4�����E¸�¢$�
ξi ∼ N(µ, σ2)
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k = 1

n+1

¬ ³ Ë��A¡��!£*�V�A��ÂW¬
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t1(ξ)
�
t2(ξ)

º  zÆ;Á�Ë�µ��!¬ �#¬ �
ti(ξ) = τ(ϑ)

µ � ti(ξ) = δ
¬

»��#�4�4�{�#�A�����
t3 =

1
2
(t1 + t2)

¬����A¦'¸�� � t3 =

=
1

4
( � t1 + 2covt1t2 + � t2) 6

1

4
( � t1 + 2

√
� t1 � t2 + � t2) =

1

4
(
√
δ +

√
δ)2 = δ,

��� � t3 > δ
µX�!¬ �#¬
�A�#£G�{�!Ån����¢���Àl���$�#�A�4���-�A�A��µ��#�A¡�¥G¸����W¢��W¸$¥��-�!µ� ��A�

t1(ξ) − τ(ϑ) =
k(ϑ)(t1(ξ)− τ(ϑ))

�;�A�4��¬X« ³
k2 = 1

ÂWµ$��¸��*¢��4�#µ���£
covt1t2 = δ

¤��V¢$¥� $�#�4�
k = 1

¬
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t(ξ)
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(t(ξ))2 <
+∞ µ�¦4��¢��A¯A�4���A�A�A�A��¬

� ���
	��
 � � ÃÄ¥A�-�A�
ξ = (ξ1, . . . , ξn)

º��A°q¯A�A��¡�����£n�$�#�4¤����W¸��W¢��4�����
P (x, ϑ)

¬�Ë;¢$�
�A�A¦4��µ! ��A�A¯A°�¦4��¢��A¯A�4���A�A���U�-�V�V�A���-����¡��

t(ξ)
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η = s(ξ)
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�
η = 0
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t(ξ)η = 0
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t(ξ)

º�¦4��¢��A¯A�4���A�A���_���4�4�{�-Êl�4�����V�z�Aª��4��¡��
τ(ϑ)

¬*���A¦:¸��
t(ξ) + λη

º �A�*Å0�E¦4��¢��A¯A�4���A�A���0���4�4�{�-Êl�G���$�V���Aª��4��¡��
τ(ϑ)

¸�¢$�]�A�4�W¹
λ
¬�ÆÄ¯A�#£G�$�* ����

ϕλ =
�
(t(ξ)− τ(ϑ) + λη)2.

min
λ
ϕλ =

�
(t− τ)2 − [

�
tη]2�
η2

( ¤����
λ = λ∗ = −

�
tη�
η2

)
.
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t(ξ)
¬
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η
µ �

η = 0
�$�#�A���

��¥G¢�²�µ��A���-�#�V�A���-����¡��
t(ξ)
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t(ξ) + λη
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P (x, ϑ)�$�V£G°q�A�#�-�A�B�

L(x, ϑ) = f(x1, ϑ)f(x2, ϑ) . . . f(xn, ϑ)
µX¦:¸��

f(xi, ϑ)
º×¢���¯A�]¤�¢��#�A���A�-�A�

�$�#�4¤����W¸��B¢��G�����
pξ(x, ϑ)

�W¢½¬$�A�W¢��� �����°
ξ
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Pϑ{ξ = x}
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L(x, ϑ)

º �E¥���¡�ª�����¤��$�#�V¸��A¤��G¸��A¯A����µ
ϑ ∈ R1���A°q¤��V¢����4��°8¥��B¢��A�A����Õ

«A¬
t(ξ)

º`���4�4�{�-Êl�4�����V���Aª��4��¡��
τ(ϑ)

¬
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L(x, ϑ)
�
τ(ϑ)
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ϑ
¬

� ¬�Á]���!Å5�4�-�A�A�0�A�W¹
x
µ�¸�¢$�]¡��#�A�A��°®¹

L(x, ϑ) > 0
���E£*�#�A���4�����#�

ϑ
�

d

dϑ

∫
L(x, ϑ)dx =

∫
∂

∂ϑ
L(x, ϑ)dx

�
d

dϑ

∫
t(x)L(x, ϑ)dx =

∫
t(x)

∂

∂ϑ
L(x, ϑ)dx.

���A¦:¸��

� t(ξ) >
|τ ′(ϑ)|2

� [∂ ln(ξ,ϑ)
∂ϑ
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∂ ln(ξ, ϑ)

∂ϑ
= a(ϑ)[t(ξ)− τ(ϑ)]
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a(ϑ)
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�
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� ¬WË���� �;�4���4��ª�����¥#�;�A�!Å5¸��4�-�A��� ∫

L(x, ϑ)dx = 1
� ∫

t(x)L(x, ϑ)dx =
τ(ϑ)

µ$¤��V¢$¥� ����
∫

d lnL(x, ϑ)

dϑ
L(x, ϑ)dx = 0,

∫
t(x)

d lnL(x, ϑ)

dϑ
L(x, ϑ)dx = τ ′(ϑ)
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∫
[t(x)− τ(ϑ)]

d lnL(x, ϑ)

dϑ
L(x, ϑ)dx = τ ′(ϑ)
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f(x, ϑ) = exp{a(ϑ)b(x) + c(ϑ) + d(x)}, x ∈ R1, ϑ ∈ R1.
³ ÆÄ�����$�V£G°q���#²±�A�'��§4¡��4¤��A���4��ª��$�!¢��#��°_�{���4�4�{�4���-�A���#�{��¬¿Âq���A¦:¸��

L(x, ϑ) = exp{a(ϑ)
∑

b(xi) + nc(ϑ) +
∑

d(xi)}
�

∂ ln(ξ, ϑ)

∂ϑ
= a′(ϑ)n

{
1

n

∑
b(xi) +

c′(ϑ)

a′(ϑ)

}
.
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t(ξ) = 1

n

∑
b(xi)

�4�W�A�
§9� �;�-¡��A���A�$�V���Aª��4��¡��

τ(ϑ) = − c′(ϑ)
a′(ϑ)

�Ä¸����4¤��4���4���4�

∣∣∣∣
τ ′(ϑ)
na′(ϑ)

∣∣∣∣ .
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τ(ϑ)

µ{�A�[�A�$�=���]�-¥�Êl�4�-���#¥��-�����P¸�¢$�b¡��#¡��A� �E¥���¡�ª�����µ
�#�G¢��� ����A���#�

c1τ(ϑ) + c2
¬
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�
��� ¬#Ø��$�! ��4�����9¤$�#�$�V�9�W�A�$� ϑ = ϑ̂
µG¤����
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ξi =
k∑

j=1

aijαj + νi, i = 1, 2, . . . , n.
³ · $ Â

ÃÄ¥A�-�A�
νi
º`���-£*�#�A���4���{°q���W¢½¬$�A�W¢��� �����°Eµ �

νi = 0
µ � ν = σ2

µ
i = 1, 2, . . . , n

¬
�_���4¯#¥A�-�A�'�2�Aª��4�����A�

αj
µ
j = 1, 2, . . . , k

µ$�A�A ����4�#µ��$�#���A�]¢������4����°q�5���4�4�{�-Êl�4����°_�
�Aª��4��¡��

α̂j
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ξ =
k∑

j=1

ajαj + ν,
³ ·�«!Â

¦:¸��
aj = (a1j, a2j, . . . , anj)

∗ µ ξ, ν, aj ∈ Rn

µ
n > k

µ9�A�-¡��A�A��°®¨F�-���V¢�¯Aª�°
aj
¢������4�����

���-£*�#�#���4���{°Eµ���¢��]�0�A��¸��
ξ = Aα + ν, α ∈ Rk,

³ ·A·AÂ
¤����� ��4� �

ν = 0
µ �

νν∗ = σ2I
¬
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α̂j
���A��¸��

α̂j =
n∑
i=1

bjiξi = (bj, ξ)
µ
bj =

(bj1, bj2, . . . , bjn)
∗ ¬

·�¬��_���4¯A�A���#�����E���4�4�{�-Êl�G�����A�-���]¸��V�-��Õ

�
α̂j =

n∑

i=1

bji

k∑

s=1

aisαs =
k∑

s=1

(
n∑

i=1

bjiais

)
= αj.

³ · � Â

ÆU�A�4²®¸��
(bj, as) = δjs

µ
j, s = 1, 2, . . . , k

¬
� ¬$Î®°q ����W¢����b¸����4¤��4���4��² � α̂j = �

n∑
i=1

bjiξi = σ2
n∑
i=1

b2ji = σ2||bj||2.
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min ||bj||2
¤����[¥��W¢��A�A���

(bj, as) = δjs
µ
j, s = 1, 2, . . . , k

¬
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L = ||bj||2 − 2
k∑

s=1

λjs(bj, as)
³ · � Â

��µ�¸���� �;�4���4��ª�����¥#��¤��
bji
µ�¤��V¢$¥� $�#�4�

2bji − 2
k∑
s=1

λjsasi)
��¢��

bj =
k∑
s=1

λjsas
�E�4¤��V¢��V¨
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(bj, as) =

k∑
s=1

λjs(as, ap) = δjp
¬

ÆU�A�4²®¸��
λjs = (aj, as)

− �]�#¡��A�� $�V�A�W¢��A��� � �

α̂j =
k∑

s=1

(aj, as)
−(as, ξ).

ÃE�A�4¡��V¢��A¡�¥��0�A�4¡��A�A�����V¨F�9�V�A���� ����A� �;�A���{�
(aj, as) = (A

∗A)js
µ��A�

α̂ = (A∗A)−1A∗ξ.
³ · � Â
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ϕ(x)

@0901�'.6%3,+.;.1RE4&
gi(x) = 0
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i = 1, 2, . . . ,m
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gradϕ(x)
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i = 1, 2, . . . ,m
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gradϕ(x)
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grad gi(x))
N
i = 1, 2, . . . ,m

$
grad(ϕ(x) −

m∑
i=1

λigi(x)) = 0
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α̂
¬�ÃE�A�4¡��V¢��A¡�¥

α̂− α = (A∗A)−1A∗ξ − α = (A∗A)−1A∗(Aα + ν)− α =

= (A∗A)−1A∗Aα + (A∗A)−1A∗ν − α = (A∗A)−1A∗ν,
�A�

�
(α̂− α)(α̂− α)∗ =

�
(A∗A)−1A∗νν ∗ A(A∗A)−1 = σ2(A∗A)−1.

³ · � Â
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α̃
�A°q¯A���$�#²±�A�B�P��£Ç¥A�W¢��V¨

�A��� � �
n∑

i=1

(ξi −
k∑

j=1

aijαj)
2 ∼ min

αj
.

Ë���� �;�-���4��ª�����¥A��¤��
αs
µ$¤��V¢$¥� ����

2
n∑

i=1

n∑

i=1

(ξi −
k∑

j=1

aijα̃j)ais = 0⇒
n∑

i=1

k∑

j=1

aijaisα̃j =
n∑

i=1

aisξi.
³ · ! Â

ÆU�A�4²®¸��0¤��V¢$¥� $�#�4�
α̃ = (A∗A)−1A∗ξ,
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ξ
��£G�{�4�����-�A�B��¤����:¹��4�{� ³ · $ ÂW¬��
�A¦'¸��Ç©  zÆ;Á�Ë`¸��#�-�A�'� �;�A����¥G¢��A� ³ · � ÂWµX�

�9�V�A����ª$�0¡��A���#���$�#ª�����º �;�A����¥G¢��A� ³ · � ÂW¬

´;�#¡��Aª��4�����A�
σ2
�

Ø��#�{�-�A���qµ$ ��A�n��£ ³ · ! Â®�W¢��W¸$¥��-�
(ξ − Aα̂)ai = 0

µ
i = 1, 2, . . . , k

µ �!¬ �#¬

(I − A(A∗A)−1A∗)ξ ⊥ L(a1, . . . , ak) = (I − Πa)ξ.

���V¡������A¯A�$�V£G�A�qµ
Πa = A(A∗A)−1A∗

º×�A���A�A¦4�A�$�!¢��A��°q�[¤����A�4¡��A�A�[�$�
L(a1, . . . , ak)³ §-�A�n�{�*Å����0¤����A�A�4�����A�n���4¤��A�4���W¸��-���A�4������ÂW¬

ÃÄ¥A�-�A�
k < n

¬�ÆÄ¯A�#£G�$�* ����

s2 = ||ξ − Aα||2 = ||ν||2,
s21 = ||ξ − Πaξ||2 = ||ξ − Πa(Aα + ν)||2 = ||(I − Πa)ν||2,
s22 = ||Πaξ − Aα||2 = ||Πa(ξ − Aα)||2 = ||Πaν||2.

Ël�!¢��4�#µ �
s2 = trσ2I = nσ2

µ �
s21 = σ2 tr(I − Πa) = σ2(n− k).ÆU�A�4²®¸��

σ̂2 = 1
n=k

s21 =
1

n=k
||ξ − Πaξ||2

º`���4�4�{�-Êl�G���$�V���Aª��4��¡��
σ2
¬
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% , � ),L*68>2/0L�),L83�<:LG7.6 E /01GP <TP014& @090L8),@0+:3,+4W LG/010K +
ξi
N
i = 1, 2, . . . , n
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ÃÄ¥A�-�A�
ν ∼ N(0, σ2I)

¬X���A¦:¸��
s22 = ||Πaξ − Aα||2 = ||Πaν||2 = σ2χ2k

µ
s21 = ||ξ −

Πaξ||2 = ||(I − Πa)ν||2 = σ2χ2n−k
�]���-£*�#�A���4���{°Eµ�¤��A§-�A�A��¥

Fk,n−k =
1
k
χ2k

1
n−kχ

2
n−k

.

ÃÄ¥A�-�A�
P{Fk,n−k 6 ε} = γF (ε)

µ��A�A¦'¸��0�;�A�4���*���A���A�-�A�A²
γF (ε)

||A(α− α̂)||2 = (A∗A(α− α̂), (α− α̂)) 6 ε
k

n− k
||(I − Πa)ξ||2.
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α
�9�9�V�A����ª��4�

A∗A > 0
µ*¤��A§-�A�A��¥ ³ · " Â��A¤����B¸��W¢$���-�Ä�±¡��A�A�A¸����$�V�V�!¹

αj
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É{�W¢��5�$�#�2��¥�Å����Ä�Aª��4�����A�E�G¸���¥�¡��A�A�A¸����$�V�#¥

αj
µV�A�Ä�A�4¤��A�{�����qµ# ��A�Ä�4��¸����4¤��4���4���

�$�#�A�$�
σ2(aj, aj)

− µ$¤��A§-�A�A��¥ αj−α̂j√
σ2(aj ,aj)−

∼ N(0, 1)
µ��

αj − α̂j√
(aj, aj)−

1
n−k ||(I − Πa)ξ||2

= tn−k,

���4�W¢��
P{|tn−k|| < ε} = γt(ε)

µ��A�n�;�A�4���*���A���A�-�A�A²
γt(ε)

���4�$�#�A�4���-�A�A�

|αj − α̂j| 6 ε

√
(aj, aj)−||(I − Πa)ξ||2

n− k
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αj
¬
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ξ = Af + ν
µ �

ν = 0
µ �

νν∗ = σ2I
�-�V�#�A���A�'� ��� � �
���

��� 
� � � �
�����
� 	�� � �I������� Õ

inf{ � ||Rξ − f ||2 | R, RA = I} = inf{σ2 trRR∗ | R, RA = I}} = h0.

»
�-À5�#�4�J¥��$�#�A���4�����
RA = I

Õ
R = R0+Y

µ�¦:¸��
R0 = (A

∗A)−1A∗
µ��

Y
ºw���-Àl�4�����

¥��$�#�A���4�����
Y A = 0 ⇔ YΠa = 0 ⇔ Y = Z(I − Πa)

µ ∀Z ¬�®¬ ��¬Òµ��A¯#Êl�4�;���-Àl�4�����
R = (A∗A)−1A∗Z(I − Πa)

¬
Î[§-�A�A�2�W¢$¥� $�#�

σ2 trRR∗ = tr(A∗A)−1+trZ(I−Πa)Z
∗ � inf ¸��A�W�A��¦-�#�-�A�B�5�$� R =

R0 = (A
∗A)−1A∗

�Ç�$�#�A�4�
h0
¬�ÆÄ ��4�A��¸�����µ�§-�A�#�0���-£4¥G¢��*�#�V�0�4�A�A¤$�!¸��#�-�5�U���-£4¥*¢��*�#�!���A�qµ
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Rξ = f + Rν
µ
¦'¸��

Rν
º À�¥��qµ��-¥��{�9�#���$�V��§4���4��¦4���P¡��#�A�A���A¦4�

�$�#�A�$�
h0
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Rξ = f + (RA− I)f +Rν.
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A
�
B
Õ
ρ2(A−B) = tr(A−

B)(A−B)∗
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inf{tr(RA− I)(RA− I)∗ | R, � ||Rν||2 6 ε}.
³ ·#¶�Â

Ø��#�{�-�A���qµ$ ��A� � ||Rν||2 = σ2 trRR∗ = σ2
∑
i,j

r2ij
¬

Ël�!¢��4�;�$�#�4�4�{�#�A�����b¸����5�W¢$¥� $�V��¬
«A¬
h0 < ε

¬VÎ[§-�A�A���W¢$¥� $�#��¥��W¢��A�A�����±£*�!¸��* �� ³ ·#¶�Â��A°q¤��V¢������-�A�'�l�
R0 = (A

∗A)−1A∗º �4�-�A�����-Àl�4�����#µ$�#�#¡]¡��#¡Ç¢�²U¯A�A�
R = (A∗A)−1A∗Z(I −Πa)
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σ2 trRR∗ = ε
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tr(RA− I)(RA− I)∗ = const
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σ2 trRR∗ = ε
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L(R) = tr(RA− I)(RA− I)∗ + ωσ2 trRR∗.

∇RL = 2(RA− I)A∗ + 2ωσ2R = 0.

R(AA∗ + ωσ2I) = A∗
µ
R = R(ω) = A∗(AA∗ + ωσ2I)−1 = (A∗A + ωσ2I)−1A∗
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h = σ2 trR(ω)R∗(ω) = σ2 tr(A∗A + ωσ2I)−1A∗A(A∗A + ωσ2I)−1
� � "

g(ω) = tr(RA− I)(RA− I)∗ = ω2σ4 tr(A∗A+ ωσ2I)−2
¬
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µ
λ1 > λ2 > · · · > λm > 0
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h = σ2
m∑

i=1

λi
(λi + ωσ2)2

, g = σ4
m∑

i=1

ω2

(λi + ωσ2)2
.
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dω
= −2σ4

m∑
i=1

λi
(λi+ωσ2)3

< 0
µ
0 < ω < ∞ µ h−→

ω→0
h0 =

σ2
m∑
i=1

1
λi
= σ2 tr(A∗A)−1

µ
h−→
ω→0

0
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h(ω) = ε
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(AB)2 = trAB∗
1 /0+.9,B�'

||A||2 =
{trAA∗}1/2
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I −RA = I − (A∗A+ ωσ2I)−1A∗A = ωσ2(A∗A+ ωσ2I)−1
R
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rankA = m 6 n

R
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dω
= σ4

m∑
i=1

[
2ω

(λi+ωσ2)2
− 2ω2σ2

(λi+ωσ2)3

]
= 2ωσ4

m∑
i=1

λi
(λi+ωσ2)3
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ω
dh

dω
+
dg

dω
= 0.
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R =





R(ω) = (A∗A+ ωσ2I)−1, 0 < ε < ε0 = h0 = σ2 tr(A∗A)−1,
0 ε− 0,
R0 = (A

∗A)−1A∗, ε > ε0 = h0,
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